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Аннотация. В  работе исследуется распространение акустических волн 
в  двухфазных газо-жидкостных системах с  учетом критических эффектов 
при приближении к  критической точке. Разработана математическая мо-
дель, учитывающая степенные (критические) зависимости термодинами-
ческих параметров и  коэффициентов переноса, характерные для простых 
жидкостей (трехмерный класс универсальности Изинга). Получено диспер-
сионное соотношение, связывающее волновое число и частоту с термоди-
намическим состоянием. Показано существенное снижение скорости звука 
и  резкое увеличение затухания вблизи критической точки. Установлено 
смещение максимума затухания в  низкочастотную область. Предложен 
численный алгоритм с адаптивным временным шагом.
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Summary. The paper investigates acoustic wave propagation in two-
phase gas-liquid systems considering critical effects near the critical 
point. A mathematical model is developed that incorporates power-law 
(critical) dependencies of thermodynamic parameters and transport 
coefficients typical for simple fluids belonging to the 3D Ising universality 
class. A dispersion relation connecting wave number and frequency with 
thermodynamic state is obtained. Significant decrease in sound velocity 
and sharp increase in attenuation near the critical point are shown. 
Shift of maximum attenuation to low-frequency region is established. A 
numerical algorithm with adaptive time step is proposed.
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Введение

Распространение акустических волн в  двухфазных 
газо-жидкостных системах представляет интерес 
для ультразвуковой диагностики многофазных по-

токов и мониторинга технологических процессов. Вбли-
зи критической точки наблюдается резкий рост флукту-
аций плотности, приводящий к степенным изменениям 
термодинамических свойств жидкости. Эти зависимости 
подчиняются универсальным законам (критические сте-
пенные зависимости), общим для простых жидкостей, 
относящихся к  трёхмерному классу универсальности 
Изинга [1,2]. Исследования показывают существенное 
влияние на скорость звука и затухание [3].

Работы по  акустике вязкоупругих жидкостей с  газо-
выми пузырьками [4,5] и  исследования отражения аку-
стических волн [6] вносят вклад в  понимание механиз-
мов затухания. Экспериментальные исследования [7–9] 
демонстрируют сложную зависимость акустических ха-

рактеристик от термодинамических параметров. Обзор 
транспортных явлений вблизи критической точки [10] 
подтверждает важность учета критических эффектов.

Однако существующие модели не  учитывают кри-
тические эффекты в  полной мере, что ограничивает их 
применимость в околокритических условиях.

Цель исследования: разработка математической мо-
дели распространения акустических волн в двухфазной 
системе с учетом критических зависимостей степенного 
типа и анализ влияния критических эффектов на харак-
теристики распространения звука.

Научная новизна

1.	 Включены критические зависимости степенного 
типа c Tp ( ), kT T( ), l T( ) и z T( ) в двухфазную аку-
стическую модель, получено дисперсионное со-
отношение для околокритической области. 
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2.	 Проведено параметрическое исследование для 
T Tc/ . , .О [ ]0 9 1 1 , a О йл щы

� �10 105 2, ,

f О [ ]1 1� �кГц МГц,  
3.	 Показана доминирующая роль объемной вязко-

сти z в околокритической области. 
4.	 Разработан численный алгоритм с  адаптивным 

шагом для расчетов при резких градиентах пара-
метров.

Математическая модель

Рассматривается одномерное распространение аку-
стических возмущений в системе жидкость и газовые пу-
зырьки радиуса R м( )  при малой объемной концентра-
ции a  1(безразм.).
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где p (Па) — давление, m (Па·с) — сдвиговая вязкость, 
z Па·с) — объемная вязкость. 
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где c p(Дж/(кг·К)) — удельная изобарная теплоемкость, 
T (К) — температура, l(Вт/(м·К)) — теплопроводность, ap   

( К�1 ) — коэффициент объемного теплового расшире-
ния, Ф  — диссипация, Qgl(Вт/ м3 ) — межфазный тепло-

обмен с коэффициентом h Nu
R

l
 Ч l  (Вт/ м2 ·К)). 

Степенные (критические) зависимости для 
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где kT  ( Па�1 ) — изотермическая сжимаемость. Числен-
ные значения экспонент берутся из экспериментальных 
и  справочных данных для конкретного флюида (вода) 

и могут отличаться от универсальных индексов критиче-
ской феноменологии; в расчетах выполнен чувствитель-
ный анализ по  a . Для воды: ak » 1 24. , acp » 0 11. , 
al » 0 63. , az » 0 67. [10].

Дисперсионное соотношение

Линеаризация системы относительно малых возму-
щений p p p= + ′

0  и подстановка ′ = �( )йл щыp P i kx t�exp w  

дает обобщенное соотношение Кирхгофа-Стокса: 
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где c0 (м/с) — скорость звука, g  (безразм.) — эффектив-
ный показатель адиабаты смеси, Arelax (безразм.) — вклад 
межфазной релаксации. В  околокритической жидкости 
g ® 1, поэтому вклад теплопроводности ослабевает от-
носительно объемной вязкости z. 

Отсюда коэффициент затухания: 
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Скорость звука определяется соотношением Вуда 
при условиях:

(i) a  1;

(ii) wtT  1;

(iii) малое скольжение фаз;

(iv) lac  R(длина акустической волны  R: 
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Рост k tT ~ �1 24.  приводит к снижению c0 при t ® 0. 
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где tT(с) — время тепловой релаксации. Максимум зату-
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T
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(Гц). 

Обозначения: a — объемная концентрация газовой 
фазы (безразм.), ap  — коэффициент объемного теплово-

го расширения (К�1), kT  — изотермическая сжимаемость 
(Па�1), m — динамическая сдвиговая вязкость (Па·с), z — 
объемная вязкость (Па·с), l — теплопроводность (Вт/
(м·К)), c p — удельная изобарная теплоемкость (Дж/(кг·К)), 
g  — эффективный показатель адиабаты смеси (безразм.), 
lac — длина акустической волны (м). 
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Таблица 1. 
Номинальные параметры модели (вода, околокритика)

Параметр Значение Единица

Tc 647 К

p0 0.1 МПа

pc 22.1 МПа

R 100 мкм

α 10–5 – 10–2 безразм.

aк 1.24 безразм.

аср 0.11 безразм.

aλ 0.63 безразм.

aζ 0.67 безразм.

Nu 2–10 безразм.

Примечание: параметры a, g , t, a. , Nu являются безраз-
мерными и  определяются как отношения однотипных 
физических величин.

Численный метод

Применяется конечно-разностная схема второго по-
рядка O t xD D2 2+( )  на сетке x LО [ ]0,  с шагом Dx (м): 
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где Г Ti
n( ) ( c�1 ) — коэффициент диссипации, учитываю-

щий частотно-зависимые потери энергии, аппроксими-
рованные методом Прони–Усталу (Prony–Oustaloup). 
На  границах области применяются поглощающие гра-
ничные условия первого порядка по  Хигдону (Higdon), 
предотвращающие отражение акустических волн.

Условие устойчивости: адаптивный шаг 

D Dt x
c T

i
i
n

Ј Ч
( )йл щы

0 9
0

. .
max

Верификация на  предельных случаях: однофазная 
среда (a ® 0) и низкочастотный предел (w ® 0) пока-
зывают сходимость O xD 2( ).

Результаты и обсуждение

Влияние температуры. При  t = 0 01.  (T Tc/ .= 0 99) 
скорость фазового распространения cph составляет око-
ло 60 % от значения при t = 0 10. , тогда как коэффициент 
затухания возрастает в  8–12 раз. Это связано с  ростом 
изотермической сжимаемости k tT ~ �1 24.  и  объемной 

вязкости z t~ �0 67.  при приближении к критической точ-
ке. Отношение z m/  достигает 50–100 в  околокритиче-
ской области, что подтверждает доминирующую роль 
объемной вязкости в энергетических потерях акустиче-
ской волны.

Влияние концентрации. При  увеличении объемной 
доли газовой фазы от a = �10 5 до a = �10 2 фазовая ско-
рость уменьшается до  30–40 % от  исходного значения, 
а  затухание возрастает в  3–4 раза (при t = 0 02. ). Это 
объясняется ростом эффективной сжимаемости и  до-
полнительным вкладом межфазной релаксации.

Частотная дисперсия. Максимум затухания смещает-
ся в область низких частот по мере приближения к кри-
тической точке: при t = 0 10.  — fmax » 500 �кГц , при 
t = 0 01.  — fmax » 80 � кГц . Такое смещение соответству-
ет условию wtT ~ 1, где tT — характерное время тепло-
вой релаксации.

Рис. 1. Зависимость нормированной фазовой скорости 
c cph ph0/  от приведённой температуры T Tc/   

при различных объёмных концентрациях газовой фазы. 
Номера кривых 1–4 соответствуют значениям 

a = � � � �10 10 10 105 4 3 2, , , �  (схематично)

Рис. 2. Частотная зависимость коэффициента затухания 
при различных приведённых температурах t. Номера 

кривых 1–4 соответствуют значениям 
t = 0 10 0 05 0 02 0 01, , , , , , , �(T Tc/ , , , , , , ,= 0 90 0 95 0 98 0 99) 

(схематично)
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Результаты согласуются с экспериментами [7] и под-
тверждают доминирующее влияние объемной вязкости 
ζ  в критической области. Полученное дисперсионное 
соотношение обобщает классические модели и  может 
использоваться для акустической диагностики термоди-
намического состояния двухфазных систем.

В настоящей работе рассмотрена монодисперсная 
газовая фаза при малой объемной концентрации  
(a  1) и пренебрежении скольжением фаз. В дальней-
шем предполагается расширение модели на случай по-
лидисперсного распределения пузырьков, учет нели-
нейных эффектов и  переход к  трехмерной постановке 
задачи.

Заключение

Разработана математическая модель распростране-
ния акустических волн в  двухфазной системе с  учётом 

степенных (критических) зависимостей термодинамиче-
ских и транспортных параметров: k tT ~ �1 24. , c p ~ �t 0 11. , 

l t~ �0 63. , z t~ �0 67. , характерных для простых жидко-
стей, относящихся к трехмерному универсальному клас-
су Изинга. Получено обобщённое дисперсионное соот-
ношение Кирхгофа–Стокса с учётом объемной вязкости. 
Установлено, что при приближении к критической точке 
(t ® 0) скорость звука снижается примерно до  60 % 
от исходного значения, коэффициент затухания возрас-
тает в 8–12 раз, а частота максимального затухания fmax 
смещается с ≈ 500 кГц до ≈ 80 кГц. Разработан численный 
алгоритм второго порядка точности O t xD D2 2+( )  

с  адаптивным шагом и  поглощающими граничными ус-
ловиями Хигдона первого порядка. Предложенная мо-
дель может быть использована для акустической диа-
гностики околокритических двухфазных систем 
и анализа аномального поведения транспортных коэф-
фициентов.
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