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Аннотация. В математике дифференциальные уравнения являются одной 
из основ математического анализа. Они применяются для решения различ-
ных задач в науке и технике. Численные методы для решения дифферен-
циальных уравнений являются набором процедур и  алгоритмов, которые 
позволяют приблизительно решить дифференциальное уравнение на кон-
кретном отрезке или в точке. Эти методы часто используются в практиче-
ских приложениях, где точный ответ не  требуется, но  требуются быстрые 
вычисления, использующие компьютерную технологию.
Именно поэтому разработка программы, выполняющей решение диффе-
ренциальных уравнений численным методом, является важным шагом для 
решения данной проблемы. 

Ключевые слова: обыкновенные дифференциальные уравнения, численные 
методы, алгебраические уравнения, калькулятор.
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Summary: In mathematics, differential equations are one of the 
foundations of mathematical analysis. They are used to solve various 
problems in science and technology. Numerical methods for solving 
differential equations are a set of procedures and algorithms that allow 
you to approximately solve a differential equation on a specific segment 
or point. These methods are often used in practical applications where 
an exact answer is not required, but fast calculations using computer 
technology are required.
That is why the development of a program that solves differential 
equations numerically is an important step in solving this problem.

Keywords: ordinary differential equations, numerical methods, algebraic 
equations, calculator.

Целью данной работы являлась разработка при-
кладной программы, обеспечивающей численные 
вычисления обыкновенных ДУ методом Эйлера 

и методом Рунге-Кутта. 

Для достижения поставленной цели необходимо 
было решить следующие задачи [1-6]:

 — изучить математическую составляющую вопроса, 
проанализировать формулы и  законы, рассмо-

треть частные случаи, составить алгоритм реше-
ния ОДУ;

 — разработать оптимальную схему взаимодействия 
«пользователь — система», определить требова-
ния к программе по решению ОДУ, включая фор-
маты входных и выходных данных;

 — построить примерную блок-схему программы;
 — выбрать язык программирования для реализации 
алгоритма и  создать проект в  разрабатываемой 
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среде. Реализовать алгоритм решения ОДУ с  по-
мощью выбранного языка программирования;

 — получить и проанализировать результаты проде-
ланной работы;

 — оценить качество программы и провести ее опти-
мизацию при необходимости. Создать документа-
цию для программы, описывающую ее возможно-
сти и инструкции по использованию.

Главное меню программы (рис. 1) содержит 3 актив-
ные кнопки:

 — Начать — запускается основная часть программы;
 — О программе — открывает раздел с  описанием 
данной программы;

 — Выход — завершает работу программы.

Рис. 1. Главное меню

В разделе «О программе» имеется информация об ав-
торе проекта, а также описание самой программы. 

Решение обыкновенных дифференциальных уравне-
ний осуществляется методом Эйлера или методом Рун-
ге-Кутта.

Дифференциальное уравнение (ДУ) — это урав-
нение, содержащее производные или дифференциалы 
функции от  одной или нескольких переменных. Реше-
ние дифференциальных уравнений имеет множество 
практических применений во многих областях науки, 
техники и экономики.

F x y y y n, , , ,′′ …( ) =( ) 0,

где x — неизвестная переменная.

Линейным дифференциальным уравнением называ-
ется уравнение, линейное относительно искомой функ-
ции y(x) и ее производных.

Аналитический способ решения дифференциаль-
ных уравнений состоит в последовательном интегриро-
вании уравнений столько раз, каков порядок уравнения. 
При  каждом интегрировании возникает неопределен-
ная постоянная. 

Решением дифференциального уравнения на-
зывается всякая n раз дифференцируемая функция 
y x= ( )ϕ , которая после ее подстановки в  исходное 
дифференциальное уравнение превращает его в  тож-
дество. Общим решением такого уравнения называется 
решение, содержащее произвольную постоянную.

Общее решение обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения n-го порядка содержит n произвольных 
постоянных C C Cn1 2, , ,  и является решением при любых 
значениях произвольных постоянных:

y x C C Cn= …( )ϕ , , , , .1 2

Для определения произвольной постоянной необ-
ходимы начальные условия, называемые условиями 
Коши. Их количество на  1 меньше порядка уравнения. 
Они представляют собой значения искомой функции 
и  ее производных для n–1-го порядка при некотором 
значении x.

В случае, когда дифференциальное уравнение имеет 
сложный вид, применяются численные методы реше-
ния.

На рисунке 2 представлен основной экран програм-
мы. На нем расположены:

 — поля для ввода данных, необходимых при вычис-
лении;

 — кнопки для выбора метода вычисления, очист-
ки полей ввода, возвращения на  экран главного 
меню;

 — поле для вывода результата вычислений с двумя 
активными кнопками (копировать и сохранить);

 — значок для отображения подсказки;

Рис. 2. Основной экран

На рисунке 3 изображена вкладка с подсказкой:

1. Решение задачи Коши методом Эйлера.

Пусть требуется решить задачу Коши:



41Серия: Естественные и технические науки № 6–2 июнь 2023 г.

ИНФОРМАТИКА, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И УПРАВЛЕНИЕ

Рис. 3. Подсказка

′ = ( )y f x y, ,                                     (1)

y(x0) = y0,

x a b∈ [ ],

На отрезке [a, b] выберем множество точек, удовлет-
воряющих условию:

a x x x bn= < < … < =0 1

Данное множество точек имеет равноотстоящие 
узлы, т.е. x x hi i+ − =1 .

Произведем конечно-разностную аппроксимацию 
производной. Для этого воспользуемся определением 
производной. Получаем:

′ ( ) ≈ =
( ) − ( )

−
= −+

+

+y x
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x

y x y x
x x

y y
hi
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∆
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Подставляя y’ в дифференциальное уравнение (1), по-
лучим:

y y hf x yi i i i+ = + ( )1 , , i n= … −0 1 1, , ,

С помощью этой формулы определим значение се-
точной функции yi + 1 в узле xi + 1  по ее значению yi  в пре-
дыдущем узле xi .

На рисунках 4 и 5 показан результат работы програм-
мы при выборе метода Эйлера:

В модифицированном методе Эйлера сначала вы-
числяется первое приближение yi + 1 по формуле:

y y hf x yi i i i+ = + ( )1 ,

Затем находится уточненное окончательное значе-
ние по формуле:

y y h f x y f x yi i i i i i+ + += + ( ) + ( )( )1 1 12
, , 

Рис. 4. Результат вычислений методом Эйлера

Рис. 5. Результат вычислений методом Эйлера

Рис. 6. Результат вычислений  
модифицированным методом Эйлера

Для практической оценки погрешности решения 
дифференциального уравнения проводят вычисления 

с шагами h и h
2

. За оценку погрешности решения, полу-

ченного с шагом h
2

, принимают величину:

∆ h
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Для достижения заданной точности вычисления по-
вторяют, последовательно уменьшая шаг. Процесс вы-
числений заканчивается, когда для очередного значе-

ния h
2

 выполняется условие:

∆ h
2

≤ ε, где ε — заданная точность

На рисунке 6 показан результат работы программы 
при выборе модифицированного метода Эйлера:

2. Метод Рунге-Кутта

Метод Рунге-Кутта требует большего объема вычис-
лений по  сравнению с  методом Эйлера. Тем не  менее 
данный метод позволяет делать вычисления с повышен-
ной точностью, что дает возможность проводить счет 
с большим шагом. Другими словами, для получения ре-
зультатов с одинаковой точностью в методе Эйлера по-
требуется значительно меньший шаг, чем в методе Рун-
ге-Кутта.

Метод Эйлера является частным случаем методов 
первого и второго порядков, относящихся к классу мето-
дов Рунге-Кутта. Эти методы применяют для вычисления 
значения yi + 1, (i = 0, 1, …) через yi и f(x, y), определенных 
при некоторых специальным образом выбираемых зна-
чениях x x xi i∈ [ ]+, 1  и y(x). На их основе могут быть по-
строены разностные схемы разного порядка точности. 
Одним из  наиболее часто используемых методов явля-
ется метод Рунге-Кутта четвертого порядка. Алгоритм 
метода записывается в виде:

y y k k k ki i+ = + + + +( )1 0 1 2 3
1
6

2 2 ,

k0 = hf(xi, yi),

k hf x h y
k

i i1
0

2 2
= + +



, ,

k hf x h y k
i i2

1

2 2
= + +



, .

k3 = hf(xi + h, yi + k2).

Данный метод требует на каждом шаге четырёхкрат-
ного вычисления правой части f(x, y) уравнения (1). Сум-
марная погрешность этого метода есть величина O(h4). 
Дополнительного повышения точности расчетов можно 
добиться, повысив порядок метода за  счет увеличения 
количества операций на один шаг разностной сетки.

В случае длительных расчетов, требующих большого 
количества вычислений, можно сократить время расче-
та за счет использования переменного шага разностной 
сетки h. При использовании переменного шага в расче-
тах контролируется разность между соседними значени-

ями сеточной функции Δ = (yi – yi + 1). В случае превыше-
ния Δ заданной погрешности ε шаг сетки уменьшается 
в два раза, при малых значениях Δ шаг увеличивается в 
два раза. Условия автоматического выбора шага сетки 
представлены следующими уравнениями:
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Эти условия позволяют значительно сократить время 
расчёта задачи, сохранив при этом точность решения.

На рисунке 7 показан результат работы программы 
при выборе метода Рунге-Кутта:

Рис. 7. Результат вычислений методом Рунге-Кутта

На рисунке 8 показан результат сохранения в файл 
вычислений методом Рунге-Кутта:

 
Рис. 8. Сохранение в файл

Подводя итоги, можно сказать, что была разрабо-
тана и реализована программа, написанная на языке 
программирования Python, представляющая собой 
калькулятор для вычисления ОДУ тремя различными 
методами. Таким образом, все поставленные задачи ре-
шены, и цель работы достигнута.
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