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Аннотация. используя модифицированную формулу закона Фурье, в  ко-

торой выполнена релаксация теплового потока и  градиента температуры, 

разработана математическая модель локально–неравновесного нагрева 

пластины сверхкороткими лазерными импульсами, моделируемыми пере-

менным во времени граничным условием второго рода (тепловой поток — 

ступенчатая функция времени) с  учётом его локальной неравновесности. 

Численные исследования модели показали, что учёт локальной неравно-

весности процесса теплообмена приводит к  задержке времени установ-

ления граничных условий (независимо от  их рода) ввиду сопротивления 

исследуемой среды процессу распространения теплоты. Учёт локальной 

неравновесности импульсного граничного условия второго рода приводит 

к сглаживанию скачков температуры в поверхностном слое пластины. Глу-

бина прогретого слоя для каждой мощности теплового потока имеет опре-

делённую величину, неизменную во времени.
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Современные лазерные установки позволяют по-
лучать изменяемые по частоте лазерные импуль-
сы фемтосекундной длительности (до  10–15с что 

приводит к возникновению в исследуемой конструкции 
сильно неравновесных состояний быстро релаксиру-
ющих температурных возбуждений (время релаксации 
10–11—10–14с). Однако классические модели теплообме-
на, включающие параболические уравнения, не  учиты-
вают релаксационные явления [1–8]. Известно, что они 
основаны на принципе локального термодинамического 
равновесия, согласно которому в любом малом элемен-
те среды предполагается наличие локального теплового 
равновесия, тогда как в  системе в  целом наблюдаются 
градиенты потенциалов исследуемых температур [1, 3]. 
Такое состояние можно допустить лишь в  случае, если 
скорость релаксации системы к  локальному равнове-

сию значительно больше скорости нарушения равно-
весия, вызванного граничными условиями. Реализация 
такого принципа связана с использованием при выводе 
параболического уравнения тепловодности формулы 
закона Фурье

,   (1)

в  которой градиент температуры ( ) и  тепло-
вой поток q не  разделены во  времени (q — тепловой 
поток; T — температура; x — координата; t — время; 
λ — коэффициент теплопроводности). Из этой формулы 
следует, что любое изменение градиента температуры 
приводит к мгновенному изменению теплового потока. 
В связи с чем, в математических моделях, использующих 
принцип локального равновесия, оказывается заложен-

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (РФФИ) в рамках научного проекта 
№ 18–38–00029 мол_а.
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ной бесконечная скорость распространения теплоты, 
что не может наблюдаться в реальных физических про-
цессах. Поэтому такие модели могут быть адекватны ре-
альным физическим процессам лишь в  определённом 
диапазоне пространственно — временных переменных 
[1–12]. Известно, что математические модели, основан-
ные на  параболических уравнениях, неадекватно опи-
сывают все процессы, время протекания которых сопо-
ставимо со временем релаксации, а также любые другие 
тепловые процессы, рассматриваемые при сверхмалых 
значениях временно ́й переменной, длительность кото-
рых сопоставима со временем релаксации.

Учитывая, что воздействие импульсного лазерного 
излучения является кратковременным, то  неучёт ло-
кальной неравновесности теплообмена может приво-
дить к существенному отличию получаемых параметров 
от их действительных значений. Для вывода дифферен-
циального уравнения теплопроводности с  учетом ло-
кальной неравновесности модифицируем формулу (1) 
так, чтобы в ней было учтено ускорение во времени как 
теплового потока, так и скалярной величины градиента 
температуры [8]
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где τ1 — время релаксации.

Подставляя (2) в уравнение теплового баланса
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где ρ — плотность; c — теплоемкость.

Выражая xq  /  из (3), и подставляя в (4), получаем
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где ρλ/ca  — коэффициент температуропроводно-
сти.

Очевидно, что при τ1 = 0 уравнение (5) приводится 
к  классическому параболическому уравнению тепло-
проводности.

Найдем решение уравнения (5) при следующих кра-
евых условиях

0)0,( TxT  ;   (6)

0/)0,(  txT ;   (7)

0),(




x

tT
;   (8)

t
tqtq

tx
tT

x
tT )(

τ)(
),0(

τ
),0(

λ 1

2

1 ,   (9)

где δ — толщина пластины; T0— начальная темпе-
ратура; )sin()( 0 tqtq   — изменяющийся во  времени 
тепловой поток. При воздействии лазерного излучения 
на  поверхность твердого тела формула для теплового 
потока q(t) может быть представлена в  виде ступен-
чатой (разрывной) периодической функции [13, 14] 
(рис. 1)
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где q0 — амплитуда колебаний теплового потока, ха-
рактеризующая мощность источника теплоты; ω — кру-
говая частота.

Рис.1. Изменение теплового потока во времени
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Введем следующие безразмерные переменные и па-
раметры:
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где Θ, F0, ξ — соответственно безразмерные темпе-
ратура, время, координата; F01 — безразмерный коэф-
фициент релаксации; KI — критерий Кирпичева; Pd — 
критерий Предводителева.

С учётом (11) задача (5) — (9) приводится к виду
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Для решения задачи (12) — (16) методом конечных 
разностей в  рассматриваемой области введем про-
странственно — временну ́ю сетку с шагами Δξ и ΔF0, со-
ответственно, по переменным ξ и F0 так, что

,,1,FoFo;,1, IiiKkk ik   

где K, I — число шагов по  координатам ξ, F0. Вели-
чина шага по времени определялась по формуле ΔF0 = 
0,01η, где η — безразмерный период полного колеба-
ния.
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На  рис.  2 приведены результаты расчетов темпера-
туры на  поверхности пластины (ξ=0) при различных 
значениях коэффициента релаксации F01. Из их анализа 
следует, что амплитуда колебаний температуры снижа-
ется с  увеличением коэффициентов релаксации, а  при 
значениях F01>0,1 отмечается монотонный характер 

Рис. 2. Изменение температуры во времени на поверхности пластины (Ki = 2000; Pd = 2000; z = 105)
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Рис. 3. Распределение температуры в пластине (Ki = 2000; Pd = 2000; z = 105)
–––––––– — без учета релаксационных свойств материалов F01=0; — – — – — – с учетом релаксационных 

свойств материала (F01=10-3)

Рис. 4. Распределение температуры в пластине с
учетом разрывности теплового потока (F01=10-3; Ki = 2000; Pd = 2000; z = 105) –––––––– —тепловой 

поток не равен нулю; – – – – – – тепловой поток равен нулю

Рис. 5. Изменение температуры во времени в различных точках пространственной переменной
(F01=10-4; Ki = 2000; Pd = 2000; z = 105)
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нагрева поверхности при практическом отсутствии ко-
лебательного процесса.

На  рис.  3 приведены результаты расчетов темпера-
туры в случае, когда релаксационные свойства материа-
лов не учитываются (F01=0) и учитываются (F01=0,1). Их 
анализ позволяет заключить, что учет релаксационных 
свойств приводит к  запаздыванию прогрева тела, что 
в наибольшей степени сказывается при малых и сверх-
малых значениях временной и  пространственной пе-
ременных. С  увеличением времени отличие темпера-
турных кривых уменьшается и при каких — то больших 
значениях временно ́й переменной кривые практически 
совпадают. Этот факт свидетельствует о  том, что ввиду 
теплоинерционных свойств материала мгновенный про-
грев тела невозможен ни при каких условиях внешнего 
теплообмена, в том числе и от тепловых потоков сверх-
высокой интенсивности.

На  рис.  4, 5 приведены результаты расчетов, позво-
ляющие оценить влияние разрывности теплового пото-
ка (см. рис. 1) на температурное состояние конструкции. 
Из  их анализа следует, что в  диапазоне времени, когда 
тепловой поток равен нулю, происходит уменьшение 
температуры вблизи поверхности стенки ξ=0, которое 
с  увеличением координаты оказывается незначитель-
ным.

На рис. 6, 7 приведены результаты расчетов, позволяю-
щие выполнить оценку влияния величины критерия Кир-
пичева на  температурное состояние конструкции. Из  их 
анализа следует, что для каждой величины числа F0 суще-
ствует некоторый предел перемещения фронта темпера-
турного возмущения, который не  может быть превышен 
дальнейшим увеличением критерия Кирпичева. Напри-
мер, для F0=1,57•10-3 величина координаты ξ, на которую 
перемещается фронт температурного возмущения, воз-
растает вплоть до  Ki = 10000 Однако дальнейшее уве-
личение критерия Ki практически не оказывает влияния 
на величину фронта при данном значении числа F0.

Заключение

1. 1. Разработана математическая модель локаль-
но — неравновесного теплообмена в  пластине 
с  импульсным внешним источником теплоты, 
инициируемом сверхкороткими импульсами ла-
зерного излучения.

2. 2. Показано, что учет релаксационных свойств мате-
риалов приводит к  задержке прогрева изделия 
в начальном временном диапазоне ввиду физиче-
ской невозможности мгновенного установления 
граничных условий (первого, второго и третьего 
рода), связанной с  сопротивлением материала 
среды процессу изменения температуры.
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