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Аннотация. Предложена методика построения адекватной математической 

модели по  оценочной функции. Введены характеристики, определяющие 

степень приемлемости модели: допустимое расхождение результатов мо-

делирования и эксперимента, необходимое количество состояний объекта 

исследования, пороги значимостей независимых переменных.

Разработан прототип программного комплекса построения адекватной ма-

тематической модели, позволяющий автоматизировать процесс её постро-

ения.

Предложенные методика и программный комплекс позволят перейти к ма-

тематической модели с наперёд заданным расхождением результатов мо-

делирования и эксперимента.

С помощью методики и программного комплекса возможна доработка су-

ществующих математических моделей до более приемлемых.

Ключевые слова: оценочная функция, адекватная математическая модель, 

методика построения, степень приемлемости, программный комплекс.

Введение

Воснове научных исследований, как правило, ле-
жит математическая модель, поэтому важно, что-
бы её степень приемлемости позволяла получать 

удовлетворительный результат. Степень приемлемости 
определяется как единица, делённая на разность между 
получающимся и  допустимым расхождениями модели-
рования и эксперимента, при этом заказчик исследова-
ний задаёт допустимое расхождение результатов моде-
лирования и эксперимента

Объект исследования можно описать оценочной 
функцией, зависящей от  зависимых и  независимых пе-
ременных, причём под независимыми переменными 
понимаются случайные величины, для которых заданы 
интервалы (допуски) и  которые распределены в  них 

по  заданным законам распределения (равномерный, 
нормальный и другие).

Для перехода от  оценочной функции к  адекватной 
математической модели для каждой независимой пере-
менной определяются её абсолютная и  относительная 
релевантности, максимальный коэффициент влияния, 
затем определяются количество её представительных 
значений (NWi) и  их распределение на  интервале нео-
пределённости, а  также энтропия и  значимость пере-
менной.

Экспертами задаётся порог значимости и те незави-
симые переменные, значимость которых меньше этого 
порога, задаются в математической модели константами 
(берётся среднее арифметическое по  границам соот-
ветствующего интервала); те независимые переменные, 
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значимость которых выше порога, задаются в математи-
ческой модели дискретным распределением представи-
тельных значений на интервале неопределённости этих 
независимых переменных.

Задача состоит в  подборе для каждой независимой 
переменной одного или нескольких представительных 
значений так, чтобы полученный набор из  представи-
тельных значений (NWi) или параметров модели для всех 
независимых переменных удовлетворял условию, при 
котором разность между получающимся и  допустимым 
расхождениями моделирования и  эксперимента была 
минимальна, а степень приемлемости максимальна.

Таким образом, получаем параметризированную ма-
тематическую модель, переменными в которой являют-
ся зависимые переменные оценочной функции.

При переходе от  оценочной функции к  математи-
ческой модели степень её приемлемости можно повы-
шать, изменяя необходимое количество состояний объ-
екта исследования Nнеобх, пороги значимостей каждой 
независимой переменной и  допустимое расхождение 
результатов математической модели с  данными экспе-
римента.

Из  проведённого литературного обзора журналов, 
входящих в  библиографические и  реферативные базы 
данных, был найден ряд статей [1, 2, 3], в которых рассма-
триваются семейства оценочных функций, но ни в одной 
из  них не  говорится о  предлагаемом переходе от  оце-
ночной функции к математической модели.

Методика построения адекватной математической 
модели по оценочной функции

Оценочная функция задаётся зависимостью вы-
ходной переменной «у» от  входных зависимых 
и  независимых переменных: , где 

 — вектор независимых пере-
менных,  — вектор зависимых перемен-
ных.

Здесь каждая зависимая переменная, например z1, 
может быть задана несколькими значениями: .

Аналогично каждая независимая перемен-
ная, например Xm, может принимать ряд случай-
ных значений  из  заданного допу-
стимого интервала или области неопределённости: 

, т. е. каждая независимая 
переменная задана допустимым интервалом.

Определим как независимая переменная хm вли-
яет на значение оценочной функции, при этом огра-

ничимся только одной зависимой переменной zi 
(в дальнейшем будут учтены все зависимые перемен-
ные) [4].

При определении влияния независимой перемен-
ной хm будем считать, что остальные независимые пере-
менные принимают средние арифметические значения 
из своих интервалов .

Влияние области неопределённости независимой 
переменной Xm при заданном значении зависимой пе-
ременной zi определяется абсолютной релевантностью 

:

 

(1)

Далее для независимой переменной Xm и заданного 
значения зависимой переменной zi определим коэффи-
циент влияния или относительную релевантность:

  (2)

После находим максимум коэффициента влияния 
независимой переменной Xm, перебирая все значения 
единственной зависимой переменной zi и повторяя каж-
дый раз вычисление коэффициента влияния:

 (3)

Для учёта всех зависимых переменных , ка-
ждая из  которых определяется несколькими значения-
ми, по аналогии с примером для одной зависимой пере-
менной перебирают все возможные наборы из значений 
разных зависимых переменных, для каждого из которых 
повторяют предыдущие вычисления и в конце опреде-
ляют максимум коэффициента влияния независимой пе-
ременной Xm.

Аналогично находятся максимумы коэффи-
циентов влияния всех независимых переменных 

.

Значимость независимой переменной хm описывает-
ся равенством

  (4)

где Hm — энтропия независимой переменной Xm, ко-
торая определяет её информативность. Для определе-
ния значимости независимой переменной Xm необходи-
мо найти её энтропию.
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Так как независимая переменная Xm непрерывно рас-
пределена на заданном допустимом интервале по задан-
ной функции плотности вероятностей fm(x), то энтропия 
независимой переменной Xm вычисляется по формуле:

  (5)

здесь первое слагаемое описывает влияние на  эн-
тропию независимой переменной Xm со  стороны веро-
ятностного распределения, заданного функцией плот-
ности вероятностей fm(x).

Второе слагаемое  учитывает зависимость 
от интервала дискретности ( ).

Если в формулу энтропии  подставить функ-
ции плотности вероятностей fm(x) равномерного и нор-
мального законов распределения, то получим

для равномерного закона

 ,

для нормального закона 

, 

здесь y — параметр нормального закона распределения.

Для поиска представительных значений (NW) незави-
симых переменных необходимо решить одну из задач те-
ории оптимизации и принятия решений: представитель-
ные значения каждой независимой переменной следует 
выбрать так, чтобы переход от оценочной функции к ма-
тематической модели был адекватным (точным), но, что-
бы количество представительных значений в интересах 
уменьшения трудоёмкости было как можно меньше.

Рассмотрим один из способов решения этой задачи:

пусть L — число независимых переменных (x), а N — 
число всех наборов (комбинаций) из представительных 
значений каждой независимой переменной, то есть N — 
это количество всех возможных состояний объекта ис-
следования, тогда

  (6)

Далее число представительных значений NWm неза-
висимой переменной Xm полагают пропорциональным 
его значимости Bm:

, здесь P — коэффициент пропорцио-
нальности одинаковый для всех независимых перемен-
ных. Это первое допущение.

Если представить значимость через максимум коэф-
фициента влияния независимой переменной Xm и её эн-
тропию, то получим:

  (7)

Здесь энтропия Hm также зависит от числа предста-
вительных значений NWm через  — длину разбиения 
конечной области функции распределения независи-
мой переменной Xm. Таким образом, получается урав-
нение с неизвестным NWm, которое необходимо решить 
для всех независимых переменных.

Для его решения сначала ограничим функции рас-
пределения fm(x) конечной областью (b) и  пусть  для 
каждой независимой переменной постоянна:

 (8)

Из  предположения о  нормальном распределении 
(это второе допущение)  с  другой стороны 

, поэтому 

. 

Если подставить выражение для y в формулу энтро-
пии для нормального распределения получаем

, 

здесь hнорм — дифференциальная энтропия для нор-
мального закона распределения, которая равняется

 .

Аналогично рассчитывают дифференциальные эн-
тропии для других законов распределения (Вейбулла, 
логарифмически нормального, равномерного).

Таким образом, для определения энтропий и значи-
мостей всех независимых переменных осталось найти 
представительные значения (NW) для каждой независи-
мой переменной.

Для этого, зная дифференциальные энтропии за-
конов распределения независимых переменных, экс-
перты задают необходимое число всех возможных со-
стояний объекта исследования Nнеобх, которые следует 
учесть.

Задав Nнеобх — произведение количеств представи-
тельных значений всех независимых переменных, опре-
деляют их значения: сначала выбирают независимую 
переменную с  наиболее низкой релевантностью, пусть 
это будет (xm).
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Для этой переменной заранее задают количество 
представительных значений NWm.

Затем из  выражения опре-
деляют P, дальше подставляют вместо (Hm) его вы-
ражение через дифференциальную энтропию 

 и  из  того, что коэффициент про-
порциональности P одинаков для всех независимых пе-
ременных , получают уравнение, из ко-
торого, задав количество представительных значений 
(NWm) одной независимой переменной xm можно найти 
представительные значения (NWl) для остальных неза-
висимых переменных xl.

Это уравнение выглядит следующим образом:

  (9)

здесь NWm — задано, hm, Rm, hl, Rl — определены, имеем 
единственное неизвестное — количество представитель-
ных значений (NWl) для независимой переменной xl. Каж-
дый раз, перебирая все независимые переменные, решают 
это уравнение, меняя в нём дифференциальную энтропию 
(h) и  максимум коэффициента влияния независимой пе-

ременной (R) на соответствующие той независимой пере-
менной количество представительных значений которой 
определяется. В результате находят количество представи-
тельных значений  (NW)  для всех независимых переменных 
(x). После этого количества представительных значений  
(NW)  для всех независимых переменных (x) перемножают 
и результат сравнивают с заданным экспертами Nнеобх, если 
результат меньше Nнеобх, то количество представительных 
значений (NWm) для независимой переменной (xm) с наи-
более низкой релевантностью увеличивают и  повторяют 
вычисления количеств представительных значений  (NW)  
для всех независимых переменных (x), затем количества 
представительных значений (NW) для всех независимых 
переменных (x) снова перемножают и  результат сравни-
вают с заданным экспертами Nнеобх; если результат больше 
Nнеобх, то возвращаются к предыдущей итерации и считают, 
что количества представительных значений (NW) всех не-
зависимых переменных (x) найдены.

Подставляем их и соответствующие дифференциаль-
ные энтропии (h) в формулу H = ln(NW) + h, находим 
значимости всех независимых переменных и  далее пе-
реходим от оценочной функции к адекватной математи-
ческой модели.

Рис. 1. Архитектура ПКПАММ
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Распределение самих представительных значений 
(NW) всех независимых переменных (x) на  их областях 
неопределённости  ищутся 
из того, что вероятности этих значений должны соответ-
ствовать заданным функциям плотности вероятностей 
f(x) этих независимых переменных, то  есть значения 
представительных значений (NW) независимой пере-
менной xj должны соответствовать подинтервалам  
области неопределённости xj, на  которых вероятности 
появления независимой переменной xj одинаковы [4].

Далее для каждой независимой переменной подби-
рается одно или несколько представительных значений 
так, чтобы полученный набор из представительных зна-
чений (NWi) или параметров модели для всех независи-
мых переменных удовлетворял условию, при котором 
разность между получающимся и  допустимым расхож-
дениями моделирования и  эксперимента была мини-
мальна, а степень приемлемости максимальна.

Меняя входные данные Nнеобх и пороги значимостей, 
переопределяя вид адекватной модели, добиваются 
приемлемого совпадения результатов модели с данны-
ми эксперимента, при этом найденные входные данные 
определят степень приемлемости математической мо-
дели.

Программный комплекс построения адекватной ма-
тематической модели

Уровни и  инструментарий проектирования про-
граммных комплексов описаны в работе [5].

На  рисунке 1 представлена архитектура программ-
ного комплекса построения адекватной математической 
модели (ПКПАММ).

Заключение

Предложены методика и программный комплекс, по-
зволяющие перейти от оценочной функции к математи-
ческой модели с наперёд заданным значением расхож-
дения результатов моделирования и эксперимента.

Методика использует количественные характеристи-
ки теории принятия решений.

С  помощью методики и  программного комплекса 
возможна доработка существующих математических мо-
делей до  более приемлемых. В  работе [6] описывается 
переход от  математической модели к  оценочной функ-
ции, но он не совпадает с предлагаемым, использующим 
количественные характеристики теории принятия ре-
шений.

Представлена архитектура программного комплекса 
построения адекватной математической модели, раз-
работан его прототип, позволяющий автоматизировать 
процесс построения адекватной математической моде-
ли.

Прототип программного комплекса написан на язы-
ке программирования Python. Код программы: 4361 
строк программного кода, 35 классов, 19 файлов. Ком-
ментарии: 1613 строк (37%)
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