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Аннотация. В статье рассматривается подход определения ожидаемой до-
ходности рискового актива, в том случае, если известен порядок скупки ак-
ций. Исследуется класс моделей, зависящий от индикаторов скупки и роста, 
падения или неизменности цены акции. В случае известного порядка скупки 
один из  индикаторов является определенным. Для вычисления коридора 
ожидаемой доходности используется методы вычисления математического 
ожидания и дисперсии. Для определения дисперсии используется ковариа-
ционная матрица.

Получена оценка для коридора ожидаемой доходности Р{An}≥1–α, где 
α — уровень значимости, который задаётся; α — (обычно малое) число. 
Коэффициент k зависит от уровня значимости α: k=k(α). Параметр k(α) нахо-
дится программным путём, используя численные методы интегрирования 
и решения уравнения, а именно метод Симпсона и метод Ньютона соответ-
ственно.

Ключевые слова: рисковый актив; ожидаемая доходность; коридор ожидае-
мой доходности; мартингальная мера; условное математическое ожидание; 
матрица ковариаций.

Введение

Рассмотрим класс моделей неполного рынка, кото-
рый можно представить как расширение модели 
Кокса–Росса — Рубинштейна. Допущением моде-

ли является присутствие в  портфеле акций (рискового 
актива) одного вида. Рисковый актив может как случай-
ным образом появляться на рынке, так и исчезать. Кроме 
того, курс может оставаться неизменным, то  есть акция 
приобретает черты банковского счета. Определим инди-
каторы скупки после появления и  исчезновения акции 
с  рынка. В  данном случае индикатором будет выступать 
последовательность бинарных случайных величин, име-
ющих одинаковое распределение. , где 

, N-финальный момент времени. Если 
значение индикатора равно нулю, тогда скупка акции 

происходит после её роста, иначе, скупка начинается по-
сле падения акции. Определим индикаторы роста и паде-
ния акции:

, . 

Если , то акция растет. Если , то акция па-
дает. Получаем две последовательности индикаторов, 
которые являются независимыми, и  тогда фильтрация 
имеет вид: . Тогда стоимость рискового ак-
тива будет эволюционировать по закону:

.  (1)

DETERMINATION OF THE EXPECTED 
RETURN CORRIDOR OF A RISKY ASSET 
WITH A KNOWN PROCEDURE FOR BUYING 
SHARES
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Summary. The article discusses the approach to determining the expected 
profitability of a risky asset, if the procedure for buying up shares is known. 
A class of models is investigated that depends on indicators of buying and 
rising, falling or unchanged stock prices. In the case of a known purchase 
order, one of the indicators is definite. Methods for calculating the 
mathematical expectation and variance are used to calculate the expected 
yield corridor. A covariance matrix is used to determine the variance.

An estimate was obtained for the corridor of expected profitability  
Р {An} ≥1-α, where α is the level of significance that is specified; α is a 
(usually small) number. The coefficient k depends on the significance 
level α: k = k (α). The parameter k (α) is found programmatically, using 
numerical methods of integration and solving the equation, namely the 
Simpson method and Newton’s method, respectively.
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martingale measure; conditional mathematical expectation; covariance 
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Параметр а– означает, что акция падает; b — означа-
ет, что акция растет; r — указывает на то, что акция ведет 
себя как банковский счет, —1 < а < r < b-должно вы-
полняться, цена акции в начальный момент времени S0 
известна.

Допущение модели:  неизвестна, и  для 
упрощения модели интегрируем цену акции по  , полу-
чим:

где 

,

.

Теперь будем рассматривать цену акции (рисковый 
актив) в виде:

,

 (2)

Положим 10 =δ .

Банковский счет эволюционирует по следующему за-
кону:

 (3)

Таким образом, будем рассматривать параметризо-
ванный класс моделей неполного рынка, причем пара-
метрами являются  и  , которые связаны соотношени-
ем .

Материалы и методы

Для определения коридора ожидаемой доходности 
необходимо выяснить существует  ли мартингальная 
мера, и, в случае существования, определить ее. В дан-
ном случае основным инструментом является мартин-
гальное равенство:
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Итак, основным инструментом является вычисление 
условных математических обязательств.

Литературный обзор

Рассмотрим основной инструментарий стохастиче-
ской финансовой математики. Заметим, что теория арби-
тража является ключевой для производных финансовых 
инструментов. К производным финансовым инструмен-
там относятся: опционы, свопы, варранты, фьючерсы 
(подробнее [1]). Опцион представляет сбой финансовое 
обязательство. С  экономической точки зрения, это то, 
количество денег, которое запланировали получит в мо-
мент его реализации по результатам ведения портфеля 
ценных бумаг. Ключевыми понятиями для анализа, в том 
числе и  экономического, являются полнотыи безарби-
тражности. Они определены в  первой и  второй фунда-
ментальных теоремах финансовой математики, подроб-
нее о теоремах в работе [2, С. 15, С. 19].

Для теории арбитража необходимо, чтобы был из-
вестно распределение процесса цены и  текущего зна-
чения цены, имеющихся на  рынке активов. Отсюда, те-
ория арбитража широко применима для практических 
расчетов. Для того, чтобы модель была применима не-
обходимо проверить, чтобы выполнялось условие без-
арбитражности. Таким образом, это условие является 
ключевым.

Определим мартингальную меру, если известен по-
рядок скупки акций.

Рисковый актив изменяется по закону (1). Допустим, 
что последовательность  нам известна. 
Тогда перепишем формулу (1) в виде
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Для определения мартингальной меры воспользуем-
ся мартингальным равенством. Тогда, получим:
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Рассмотрим два случая:
1. 
2. 2) 
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Рассмотрим случай :
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Рассмотрим два случая:

1.1) .

Отсюда, получим:
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Возможны две ситуации:  и  .

Откуда, находим:
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Возможны две ситуации:  и  .

Откуда, находим:

Итак, получим:

- предсказуемая случайная последовательность, 
т.е , поскольку мы обозначили через  ус-
ловную вероятность , а 

.

2) Рассмотрим случай :
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Рассмотрим два случая:

2.1) .

Отсюда, получим:
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Возможны две ситуации:  и  .

Отсюда, получаем:

2.2) .

Отсюда, получим:
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Возможны две ситуации:  и  .

Отсюда, получаем:

.

Таким образом, получаем:

Итак, получили семейство мартингальных мер:
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Таким образом, получили меру, которая является слу-
чайной величиной.

Согласно первой фундаментальной теореме финан-
совой математики — рынок безарбитражен. По  второй 
фундаментальной теореме финансовой математики, по-
лучаем что рынок не полон.

Теперь определим коридор ожидаемой доходности 
при известной скупке. Будем считать, что последова-
тельность 

( )nii 1== ωω  

нам известна.

Перепишем формулу для цены акции (2) в виде:
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Определим доходность:
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Рассмотрим коридор ожидаемой доходности:

Таким образом, ожидаемая доходность должна ле-
жать в отрезке:

 (9)

Будем считать, что rn мало, тогда выполняется соотно-
шение ln(1+rn)≈rn (a), а, значит, E(ln(1+rn))≈E(rn) (b).

Найдем математическое ожидание Ern.

Сначала прологарифмируем соотношение (8), полу-
чим:

Будем считать, что bbaarr ≈+≈+≈+ )1ln(,)1ln(,)1ln( .

Итак, получим:
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Итак, получим 

nn rr ≈+ )1ln(

Находим математическое ожидание:

Заметим, что:

Итак, имеем:

 (10)

Найдем дисперсию:

Где:
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Будем искать дисперсию путём построения матрицы 
ковариаций.

( ))(...)()()( 122211110
1

1 nnnn
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Определяем вероятности всех элементарных исхо-
дов, получим

В итоге, получим:

Найдем элементы главной диагонали матрицы кова-
риаций, стоящие ниже первой строки:

( ) ( )( )2111 )()()( iiiiiiiiiiiii tmEtmEtmDc +−+=+= −−− δδδδδδ

Найдем сначала ( ) )(:,)( 11 iiiiiiii tmtmE +=+ −− δδηδδ

.

Найдем теперь ( )( )211 )()( iiiiiiii tmEtmE +−+ −− δδδδ .

Итак, получили:

Найдем 

.

Введем обозначения:

)(
)(
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Аналогично находятся все 

njicij ≤<<1, .

Таким образом, получим:

+

.

Получим следующую ковариационную матрицу:

Таким образом, получим следующее выражение для 
дисперсии:

 (11)

где:
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Результаты

Получим следующее выражения для коридора ожи-
даемой доходности:

 ± k , где  определяется по формуле 
(11),

 — по формуле (10)

Рассмотрим случайное событие

An = { }.

Исходя из  закона больших чисел была получена 
оценка P{An}≥1–б, где α — уровень значимости, который 
задаётся; α — (обычно малое) число. Коэффициент k за-
висит от уровня значимости α: k= k(α).

Коэффициент k находится из соотношения:

.

e
x

x 2

2

2
1)(

−
=

π
ϕ  — 

нормальная плотность вероятности, и здесь мы стал-
киваемся с  нормальным распределением вероятности 
на числовой прямой 

Чем меньше значение α, тем больше значение k(α).

Обычно k(α) задается с  помощью таблиц в  зависи-
мости от  уровня значимости α. Параметр k(α) находит-
ся программным путём, используя численные методы 
интегрирования и решения уравнения, а именно метод 
Симпсона и метод Ньютона соответственно.

Пример коридора ожидаемой доходности при из-
вестной скупке представлен на рис. 1 при уровне значи-
мости α=0,05, процентная ставка составляет 0,005, число 
периодов — 15, q=0,9, падение акции составляет –0,001, 
рост — 0,008. Скупка происходит в  следующем поряд-
ке — последовательность:  имеет вид:: 

.Значение k(α) опреде-
лено и составляет 1,96.

Заключение

Таким образом, получили полосу возможной доход-
ности Ik. Следовательно, справедливо утверждение, 
что при достаточно больших n с вероятностью близкой 
к единице доходность в момент времени n будет лежать 
в отрезке:

Рис. 1. Коридор ожидаемой доходности
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Обсуждение

Важным для исследования является наличие особен-
ностей у введенных моделей. Для исходного класса мо-
делей, получаем, что мартингальная мера представляет 
собой случайную величину, поскольку есть зависимость 
цены акции от двух независимых случайных последова-

тельностей — индикаторов поведения акции на рынке. 
Тем более, что введен параметризованный класс моде-
лей. В  ходе исследований было установлено и  работы 
с  разработанным программным комплексом на  языке 
С++, что при 

 

рынок является детерминированным.
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