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Аннотация. Рассматриваются классы мультипликативных обыкновенных 
дифференциальных и  интегро-дифференциальных уравнений, содержа-
щих произвольные функции.

Для рассматриваемых классов уравнений найдена дискретная группа 
(12-го порядка) преобразований, сохраняющих вид уравнений. Указана 
возможность расширения этой группы преобразований с помощью дис-
кретной группы диэдра 6-го порядка.

В работе применён метод «пополнения» («расширения») классов диффе-
ренциальных уравнений, с  помощью которого можно находить классы 
уравнений, инвариантные относительно данного дискретного преобра-
зования.

Указан метод получения новых дискретных преобразований из  найден-
ных ранее (с помощью преобразований понижения и повышения поряд-
ка дифференциальных уравнений), замкнутых в «расширенных» классах 
уравнений.

Ключевые слова: обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ), 
интегро-дифференциальное уравнение, дискретное преобразование, 
дискретная группа преобразований, дискретная псевдогруппа преобра-
зований, группа диэдра, точное решение ОДУ.

Введение

Дискретно-групповой анализ (ДГА) обыкновен-
ных дифференциальных уравнений (ОДУ) был 
разработан в конце 20-го столетия российским 

математиком  В.Ф. Зайцевым [1] .

Основу ДГА составляет поиск дискретных преоб-
разований, замкнутых в  рассматриваемых классах 
уравнений. Далее конструируются дискретные группы 
и псевдогруппы преобразований, их графы. С помощью 
метода «размножения» разрешимых случаев в исследу-
емых классах уравнений по построенным дискретным 

группам и  псевдогруппам преобразований к  настоя-
щему времени получены точные решения тысяч новых 
уравнений [2] .

 В.Ф. Зайцев и его научная школа широко использо-
вали идею повышения и  понижения порядка диффе-
ренциальных уравнений. Был введён термин «RF-пара» 
(«R» = «rise», «F» = «fall») — композиция преобразований 
последовательного повышения и  понижения порядка 
уравнений.

В представленной статье рассматриваются, во-пер-
вых, не только «RF-пары», но и «FR-пары».
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Во-вторых, преобразования повышения и  пониже-
ния порядка уравнений применяются не  последова-
тельно: между ними применяется ещё одно из извест-
ных преобразований, замкнутых в данном классе ОДУ.

В-третьих, ранее преобразование «понижения» (на-
пример, в [1]) не являлось обратным к преобразованию 
«повышения», так как их композиция являлась бы тож-
дественным преобразованием. В данной работе это ста-
ло возможным в силу сказанного в предыдущем абзаце.

Далее, насчёт метода «пополнения» (или «расшире-
ния») исходного класса уравнений.

Этот метод впервые был введён и  применён авто-
ром в  работах [3–5] для достижения замкнутости не-
которого дискретного преобразования в  новом, рас-
ширенном, классе уравнений. В  данной статье вновь 
приведены примеры применения указанного метода.

Группа преобразований  
диэдра 12-го порядка

Рассмотрим мультипликативный класс ОДУ 2-го по-
рядка

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1AK L M N Pα β γ δ ε = ,

, ,,, x x xxx y y xy y yα β γ δ ε′ ′ ′′= = = = − = . (1)

В работах [3,4,6] был рассмотрен его подкласс, когда 
все функции имели степенной вид, а 

( ) 1P ε
ε

= .

Для этого «степенного» подкласса

k l m nAε α β γ δ=  (2)

(обозначим его с  помощью вектора параметров: 
( ), , , |k l m n A ) в указанных выше работах были найдены 
точечное r  и касательное h  преобразования, замкну-
тые в (2):

3
1: , , ,δ εα β γ δ ε
γ γ γ

→ →− →−r � ,

( ) ( )( )1 2,, , , | , 3, | 1 ,nk mm l kn n nl A A−→ − − + − =r r E ; (3)
31: , , , ,δ γα β γ β δ α ε

γ γ ε
→ →− → → →−h ,

( ) ( )( )1 6,, , , | , 3, | 1 ,lk km n mn l ll A A−→ − − − − =h h E . (4)

Применим преобразования (3) и (4) к (1):

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1AK L M N Pα β γ δ ε = →r

( ) ( ) 3 11AL K M N Pδ εα β
γ γ γ

   


 
=    

  
−


−


→


r , (5)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1AK L M N Pα β γ δ ε = →h

( ) ( )
3

11NA M K L Pδ γα β
γ γ ε

    
 =    

   
→ −

 
−h . (6)

В 4-м и 5-м сомножителях в (5) и (6) функции N и P 
зависят не от δ и ε, а от 

δ
γ

−  и  3
ε
γ

− , соответственно, в отличие от (1).

Расширим класс уравнений (1): будем рассматри-
вать мультипликативный класс уравнений вида (1), где 

Рис. 1. Граф группы диэдра D6.
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функции K, L, M, N, P могут зависеть от произведений 
некоторых целых степеней переменных α, β, γ, δ, ε (взя-
тых со знаком «+» либо «-»). В новом расширенном клас-
се уравнений преобразования r и h становятся замкну-
тыми.

Преобразования r и h являются образующими груп-
пы преобразований диэдра 12-го порядка

{ }2 3 4 5 2 3 4 5
6 , , , ,, , , ,, , ,D = E h h h h h r hr h r h r h r h r , (7)

имеющей код [7]: ( )22 6 == =r h hr E  (E  — тожде-
ственное преобразование) .

Граф группы D6 изображён на рис. 1.

Дуги графа обозначают преобразования группы D6 
(7), а вершины 1, ..., 6 , 1, ..., 6′ ′  — соответствующие урав-
нения, помещённые в таблицу 1.

Преобразования понижения 
и повышения порядка.  
Инвариантные классы уравнений

Общеизвестными являются случаи понижения по-
рядка ОДУ, когда уравнения не  содержат переменную 
y или x.

В 1-м случае делается подстановка

( ) ( )uy x x′ = , (8)

во 2-м —

( ) ( )uy x y′ = . (9)

1. «Понижающее» преобразование (8) можно запи-
сать следующим образом:

1 ,: , ,x xx y ydx y y xy xy ydxx y′ ′ →−→ → → −∫ ∫p ,

, ,xx x xx x x xxx xxy y xy y xy y y y′′ ′ ′′ ′ ′ ′′′ ′′→ − → − → . (10)

Обратное к  нему преобразование повышения по-
рядка имеет вид:

1
1 ,: , ,x x xxx ydx y y y y yx− ′ ′ ′′→ → → →∫p ,

,,x x x xx xxx xx x xxx xxxxy y y y y xy y yy x y′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′′ ′ ′′′ ′′→ − → − →− −

,,x x x xx xxx xx x xxx xxxxy y y y y xy y yy x y′ ′′ ′ ′′ ′′′ ′′ ′ ′′′ ′′→ − → − →− − . (11)

Композиция (10), преобразования r и (11), как оказа-
лось, является известным преобразованием Лежандра 
(заметим, что l = hr):

1
1 1 : ,x xy y xy yx− ′ ′= −l p rp � � ,

21 , ,xx x
xx xx x

xx x

xy yy xy y
y y

′′ ′−′′ ′′ ′− → − =
′′ ′

l E� .

Преобразование Лежандра l оказалось замкнутым 
в классе уравнений (1), см. формулу (12).

Таблица 1. Уравнения, соответствующие вершинам графа группы D6

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1AK L M N Pα β γ δ ε = 1' ( ) ( ) 3

1 1AK L M N Pδ εβ α
γ γ γ

     
− − =     

     

2 ( ) ( )
31 1AK L M N Pδ γβ α

γ γ ε
    

− − =    
     

2'
3

3 11 1AK L M N Pδ α γ
γ γ β β β ε

        
− − =        

         
−

3
3

3

1 1 1AK L M N Pα δ β ε
β β γ γ γ

        
− − =        

         
3'

3

3

1 1 1AK L M N Pα γ β ε
β β δ δ δ

        − − =       
        

4
3

3

1 1 1AK L M N Pγ α δ
δ δ β β β ε

       − − =        
         

4'
3

3

1 1 1AK L M N Pγ β δ
δ δ α α α ε

        − − =        
         

5
3

3

1 1 1AK L M N Pβ γ α ε
α α δ δ δ

        − − =        
         

5' ( ) ( ) ( )31 1AK L M N Pβ δ γ α ε
α α
   − − =   
   

6 ( ) ( ) 3

1 1 1AK L M N Pβδ γ
α α α ε
     − − =     
     

6' ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1AK L M N Pγ δ α β
ε

  = 
 
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Если  же записать преобразования в  обратном по-
рядке, то их композиция l* = p1

–1rp1 не будет замкну-
той в классе уравнений (1), см. формулу (12.1).

Для достижения замкнутости преобразования l* 
в  исходном классе уравнений необходимо в  (1) до-
бавить три сомножителя  — функции R(θ), S(ζ), Q(η) 
от следующих переменных:

( )22 ,, 3x xx xydx ydx y y yy yθ ζ η+′ ′′ ′= = ⋅ = −∫ ∫ .

В результате получаем расширенный класс уравне-
ний, инвариантный относительно преобразования l*, 
см. формулу (13).

Заметим, что при 1,R S ≠  исходное уравнение в (13) 
является интегро-дифференциальным, а при 1,K N ≠  — 
соответственно преобразованное уравнение.

2. «Понижающее» преобразование (9) можно запи-
сать таким образом:

2 ,: , , ,x x xx x
dx dxy x y y xy yx x yy yy
y y

′ ′ ′′ ′→ → → → − →−∫ ∫p .

Обратное к  нему, «повышающее», преобразование 
выглядит следующим образом:

1
2 , , ,: xx

x x
x

yx yy y y
y

− ′′
′ ′→ → →

′
p

( )
( )

( )
( )

2 2

2 3,xx x x xxx xx
x xx

x x

yy y y y y
xy y

y
y

y

′′ ′ ′ ′′′ ′′−
′ ′′

−
− → →

′ ′
.

3. Аналогично предыдущему, можно рассмотреть 
композиции преобразований 1

2 2
−p rp  и  1

2 2
−p rp , 1

1 2
−p rp  и 

1
2 1

−p rp , 1
1 2
−p rp  и  1

2 1
−p rp .

Кроме того, можно рассмотреть аналогичные ком-
позиции преобразований, где вместо r записано пре-
образование h. Таким образом, можно рассмотреть 16 
композиций. Не все их них допустимы, так как не всегда 
выполняются условия «стыковки» трёх преобразова-
ний, входящих в эти композиции.

Если предположить, что все композиции существу-
ют, то 

( ) ( )2 21 1
i i i i

− −= =p rp p rp E , ( ) ( )2 21 1
i i i i

− −= =p hp p hp E , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1AK L M N Pα β γ δ ε = →l

( ) ( ) ( ) ( ) 11AM N K L Pα β γ δ
ε

 


→  =


l   (12)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) *1AK L M N Pα β γ δ ε = →l

( ) ( )2 2

3 3 5 1
31 x xxx

ydx y y yyydx
y y

AK L M N P
y y y y

   +     − − − =             

′⋅ ′′ ′−′
→ ∫∫l  (12.1)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) *1AK R L M S N P Qα θ β γ δζ ηε = →l

( ) ( )*
3 3 3 5 5

1 1AK R L M S N P Qζ ηγ δ εθ α
β β β β β β

           
− − − − − =           

     


 
→

   
l ,

3 3

1*: , , ,γ δα θ β γ ζ
β β β

→ → − → −l � ,

( )5
2

53 , , , *ζ η εδ ε η
β β β

→ − → − → − =l E ,  (13)

где xα = , ydxθ = ∫ , yβ = , xyγ ′= , 2
x yydx yζ ′⋅ += ∫ , xxy yδ ′= − , xxyε ′′= , ( )23xx xyy yη ′′ ′= − .
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1,2i = , т. е. эти 8 преобразований, так  же как r и h, 
являются образующими циклических групп 2-го и 6-го 
порядков соответственно.

Далее, 1 2
1−p rp  и  2 1

1−p rp , а также 21
1−p rp  и  2 1

1−p rp  явля-
ются взаимно обратными.

4. Аналогично п.1 и п.2, для всех приведённых выше 
композиций преобразований, имеющих смысл, можно 
найти классы уравнений, в  которых эти композиции 
преобразований действуют. Затем можно построить 
расширенные классы уравнений, инвариантные отно-
сительно данных композиций. Этого можно достигнуть, 
пополнив исходные классы уравнений недостающими 
сомножителями так, чтобы данные композиции преоб-
разований оказались замкнутыми в  новых расширен-
ных классах уравнений.

Разрешимые подклассы уравнений. 
Упрощение классов уравнений

1. Если в классе уравнений (1) принять 1K L P= = ≡
, то получится уравнение Клеро.

Причём, преобразование l для него является инте-
грирующим:

( ) ( ) ( ) ( )1 1AM N AM Nγ δ α β→= =l

( , , ,x xx y y xy yα β γ δ′ ′= = = = − ), (14)

так как преобразованное уравнение в (14) не содер-
жит производных.

2. Пусть в  (13) 1K N= ≡ , тогда в  результате преоб-
разования l* исходный класс интегро-дифференци-
альных уравнений переходит в  класс просто диффе-
ренциальных уравнений. Если при этом ещё 1P ≡ , то 
преобразованный класс уравнений упростится  — бу-
дет зависеть не от 

( )23xx xy y′′ ′− , а просто от  xxy′′ .

3. Разрешимые подклассы уравнений можно «раз-
множить» с  помощью преобразований группы диэдра 
D6. Так что, кроме исходного разрешимого подкласса 
уравнений, получаются ещё 11 разрешимых подклас-
сов.

4. Разрешимыми подклассами класса уравнений (1) 
являются, в частности, подклассы уравнений:

1) при 1L N= ≡ : в уравнения не входит y;

2) при 1K N= ≡ : уравнения не содержат x.

Эти разрешимые случаи «размножаются» по группе 
12-го порядка D6 (7) .

Расширение  
группы преобразований  
D

6
 c помощью D

3

Для подкласса уравнений при 1N ≡  класса урав-
нений (1) была найдена дискретная группа диэдра D3 
(6-го порядка) преобразований, замкнутых в этом под-
классе уравнений [8] .

Поэтому группа преобразований D6 допускает рас-
ширение с  помощью D3 при 1L N= ≡  либо 1K N= ≡
. Таким образом, разрешимые случаи при 1K N= ≡  
и  1K N= ≡  «размножаются» не  только по  группе D6, 
но и по группе D3.

В работе [9] рассмотрен частный случай при 
1L N= ≡  либо 1K N= ≡ , когда остальные функции в (1) 

являются степенными. В этом случае получился разре-
шимый граф ∞ -го порядка, состоящий из графов групп 
D6 и D3. Причём, чем дальше будем двигаться по графу 
от  вершины, соответствующей исходному уравнению, 
тем более нетривиальные уравнения будем получать.
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