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Аннотация. В статье рассматриваются особенности практического примене-
ния квантово-инспирированных алгоритмов в  задачах линейной алгебры. 
Определяется, что данные алгоритмы имеют экспоненциальное асимпто-
тическое ускорение по сравнению с известными классическими методами 
решения задач, связанных с матрицами низкого ранга. Проводится теоре-
тический анализ алгоритмов на базе математического моделирования, на-
правленный на выявление специфических особенностей в их практической 
реализации с  целью определения характеристик и  свойств, при которых 
квантово-инспирированные алгоритмы могут превзойти существующие 
классические подходы. Исследование показывает, что практически кванто-
во-инспирированные алгоритмы могут достигать положительного эффекта 
при строгом соблюдении ряда условий: низкий ранг входной матрицы, низ-
кое число обусловленности и  значительно высокая размерность входной 
матрицы.
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Введение

В современном мире проведение исследований 
в  области квантовых вычислений сопровождается 
убеждённостью научных сообществ в том, что кван-

товые алгоритмы способны решать узконаправленные 
и  специфические задачи [1] значительно эффективнее, 
чем подходы и  методы классических информационных 
технологий. Однако граница между парадигмами клас-
сических и квантовых вычислений постоянно меняется 
ввиду периодического появления не только новых кван-
товых алгоритмов, основывающихся на  накопленных 
знаниях о данной предметной области, но и инноваци-
онных классических алгоритмов, которые, по  крайней 
мере, частично базируются на разработках в среде кван-
товых вычислений [2, 3].

Наиболее актуальной сферой применения квантовых 
алгоритмов для линейной алгебры является машинное 
обучение [4]. Эти алгоритмы обычно полилогарифми-
чески масштабируются до  заданной размерности, что 
подразумевает асимптотическое экспоненциальное 

ускорение по сравнению с современными классически-
ми методами. В  связи с  этим возникает значительный 
интерес к  подходу деквантования, который является 
основополагающим фактором в  квантово-инспириро-
ванных классических алгоритмах для задач линейной 
алгебры с  сублинейной сложностью [3, 5, 6]. При  этом 
стоит отметить, что алгоритмы деквантования выполня-
ются главным образом для матриц с низким рангом, тог-
да как физические квантовые вычислительные системы 
демонстрируют экспоненциальное ускорение в  срав-
нении с  классическими алгоритмами для разреженных 
матричных задач полного ранга, включая квантовое 
преобразование Фурье, анализ собственных векторов 
и значений, линейные системы и другие. Таким образом, 
применение алгоритмов деквантования, например, для 
таких задач, как инверсия матриц высокого ранга, под-
разумевает моделирование квантовых вычислительных 
систем классическими компьютерами с  высокой степе-
нью эффективности.

Методики, используемые для определения слож-
ности квантово-инспирированных алгоритмов, при-
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водят к  ограничениям, предполагающим достаточно 
большие временные затраты на  выполнение данных 
алгоритмов для практических приложений. Например, 
доказанная сложность для линейных систем составляет 
O k A Fк16 6 6 6/ e( ) [5], а для рекомендательных систем — 
O k12 12/ e( ) [3], где A — входная матрица, A F  — норма 

Фробениуса матрицы A, к — число обусловленности, 
k — ранг матрицы, ε — точность алгоритма. Данное на-
блюдение приводит к следующим вопросам:

1. Являются ли ограничения сложности следствием 
методик доказательства или они отражают фунда-
ментальное ограничение возможностей кванто-
во-инспирированных алгоритмов?

2. Каким образом квантово-инспирированные алго-
ритмы функционируют в практическом примене-
нии?

Следующие разделы статьи посвящены исследова-
нию квантово-инспирированных алгоритмов для задач 
линейной алгебры. Проводится теоретический анализ 
алгоритмов, направленный на  выявление потенци-
альных узких мест в  их практической реализации, для 
идентификации свойств, в  которых квантово-инспири-
рованные алгоритмы могут превзойти существующие 
классические методы.

Обзор квантово-инспирированных алгоритмов 
для систем линейных уравнений

Предлагаемое автором описание квантово-инспири-
рованных алгоритмов для систем линейных уравнений 
представляется в  виде отдельных экземпляров более 
общего метода выборки из векторов, выраженных в тер-
минах разложения по сингулярным значениям (Singular 
Value Decomposition, далее — SVD) входной матрицы. 
Далее для обозначения матриц вводятся заглавные бук-
вы, а  для обозначения векторов-столбцов  — строчные 
буквы с вертикальной чертой сверху. Например, систе-
ма линейных уравнений записывается как Ax b= , где 

A m nО 

× , x x x xn
T= ј( )1 2, , , , b b b bm

T= ј( )1 2, , , .

Рассматриваются задачи следующего вида. Имеется 
матрица A m nО 

×  размера m × n с SVD:
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Главная цель заключается в  том, чтобы отобрать за-
писи n-мерного вектора относительно распределения 
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Для систем линейных уравнений x  является векто-
ром решения, заданный как x A b= + , где A+ — псевдо-
обратная матрица Мура-Пенроуза. В  соответствии с  [5] 
коэффициенты λl в  уравнении (2) задаются скалярным 
произведением:

l
sl

l

l Tv A b= 1
2

( ) , .                                 (3)

Квантово-инспирированные алгоритмы предполага-
ют определение элементов матрицы A таким образом, 
чтобы обеспечивалось выполнение выборки на  осно-
ве квадрата длины px(i), что позволяет выбирать строки 
матрицы A с  большой нормой. В  связи с  этим решение 
задач линейной алгебры квантово-инспирированными 
алгоритмами осуществляется в три этапа:

1. Выполняется аппроксимация SVD посредством 
алгоритма Frieze, Kannan и Vempala (далее — FKV) 
[7, 8] за  счёт вычисления приближённых сингу-
лярных значений s l , а также приближённых пра-
вых сингулярных векторов v l( ).

2. На основе результатов первого этапа выполняет-
ся аппроксимация коэффициентов l l  с использо-
ванием метода оценки Монте-Карло.

3. Используя уравнение (2) и  результаты предыду-
щих этапов, применяется выборка с отклонением 
для выполнения выборки на основе квадрата дли-

ны из приближённых векторов  

x vl
l

l

k

=
=
еl ( )

1

.

Следует отметить, что нововведениями квантово-
инспирированных алгоритмов являются именно этапы 
2 и 3. На данных этапах процессы оценки коэффициен-
тов и выборки из всех векторов решений выполняются 
за  время O(poly(k,к,ε,logn,logm)). При  этом в  случае со 
стратегией FKV обычное вычисление коэффициентов 
и векторов решений из приближённого SVD на первом 
этапе требует O(kn) временных затрат. Таким образом, 
асимптотически квантово-инспирированные алгоритмы 
достигают экспоненциального асимптотического уско-
рения от  O(n,m) до  polylog(n,m) за  счёт полиноминаль-
ной зависимости от дополнительных параметров.

Аппроксимация сингулярного разложения

Алгоритм FKV представляет собой подход к  вычис-
лению аппроксимаций матриц низкого ранга и  явля-
ется примером рандомизированного метода расчёта 
приближённых матричных разложений. В  соответствии 
с  особенностями вероятностных алгоритмов построе-
ния приближённых матричных разложений [9, 10] под-
разумевается следующая стратегия: предварительная 
обработка матрицы для расчёта вероятностей выборки, 
создание выборок из матрицы, использование методов 
линейной алгебры для постобработки выборок с целью 
вычисления окончательного приближения.
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Основная идея алгоритма FKV состоит в том, что вме-
сто сингулярного разложения большой входной матри-

цы A m nО 

×  строится матрица C r cО 

×
 меньшего раз-

мера путём выборки r строк и c столбцов из матрицы A. 
Матрица C фиксирует ключевые свойства матрицы A, что 
позволяет выполнять SVD меньшей матрицы C для полу-
чения информации о сингулярных значениях и векторах 
матрицы A. Поскольку ранг матрицы C ограничен его 
размерностью, данный подход возможен только в  тех 
случаях, когда матрица A имеет низкий ранг, либо когда 
достаточно её низкоранговой аппроксимации.

Преимуществом FKV является возможность выпол-
нения алгоритма SVD значительно меньшей матрицы C 
исключительно за  счёт аппроксимаций сингулярных 
значений и векторов исходной матрицы A. Введём обо-
значение s l  для сингулярных значений, а также w l( ) для 
левых сингулярных векторов матрицы C. Алгоритм FKV 
напрямую обеспечивает аппроксимацию сингулярных 
значений с  учётом s sl l»  при l = 1,2,…,k. Приближён-
ные правые сингулярные вектора v l( ) матрицы A получа-
ются как:





v R wl

l

T l( ) ( )= 1
s

                                     (4)

Тогда приближённые левые сингулярные вектора u l( ) 
задаются формулой:
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Качество аппроксимаций [11, 12] FKV зависит от коли-
чества r выбранных строк и c выбранных столбцов. Клю-
чевая задача состоит в том, чтобы найти такие значения r 
и c, при которых не только получается удовлетворитель-
ное качество аппроксимации, но и обеспечивается зна-
чительно меньшая сложность вычисления SVD матрицы 
C в сравнении со сложностью вычисления SVD исходной 
матрицы A. То есть должны соблюдаться соответствую-
щие условия, что r m  и c n .

Таким образом, допускается сделать утверждение, 
что FKV является ядром квантово-инспирированных 
алгоритмов для задач линейной алгебры. Без исполь-
зования рандомизированного метода вычисления SVD 
матрицы A размера m × n требуется O(min(m2n,mn2)) вре-
менных затрат, а в случае с вычислением SVD матрицы 
размера r × c на  основе FKV — O(min{r2c,rc2}). Дополни-
тельно необходимо отметить, что для практических за-
дач, в которых производительность применяемых в них 
алгоритмов значительно удалена от  асимптотического 
предела [13], предпочтительно вычислять коэффициен-
ты и векторы решений в явном виде на основе уравне-
ний (4) и  (5), начиная с  приближённого SVD матрицы C 
в алгоритме FKV.

Оценка коэффициентов методом Монте-Карло

Коэффициенты λ из уравнения (2) в случае линейных 
систем являются результатом скалярного произведения 
между векторами, умноженным на степень сингулярных 
значений. Вычисление аппроксимации этих коэффици-
ентов квантово-инспирированными алгоритмами вы-
полняется на  основе оценки Монте-Карло [14, 15, 16]. 
Для некоторых векторов y , z  коэффициент λ вычисляет-
ся по формуле:

l = =
=
еy z y zi i
i

n

, .
1

                                  (6)

Принцип оценки скалярного произведения заключа-
ется в выполнении выборки на основе квадрата длины 
одного из векторов. Для этого возьмём вектор y . Зада-
дим случайную величину χ, которая принимает значения 
χi = yizi/px(i), где индексы i выбираются из распределения 

квадрата длины p i y yy i( ) = 2 2/ . Тогда ожидаемое зна-
чение случайной величины удовлетворяет:

 c l( ) =
( )

( ) = =
=
е y z

p i
p i y zi i

yi

n

y
1

,                   (7)

С учётом дисперсии s c cc
2 2 2

= ( )  ( )( )   случай-
ной величины χ аналогично:

 c2
2

1

2 2( ) =
( )
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и
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=
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p i y zi i
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Стратегия оценки коэффициентов λ состоит в  том, 
чтобы взять N выборок c c c1 2( ) ( ) ( )ј, , , N  из χ и вычислить 

несмещённую оценку l c l = »( )

=
е1

1N
j

j

N

.

Ошибка в  оценке количественно определяется от-
ношением между стандартным отклонением и средним 
значением оценщика:

 :=
( )D l
l



                                             (9)

Дисперсия оценщика равняется D
N

l
sc

( ) =
2

, тогда 
точность оценщика составляет:

 =
s

l
c

N
                                           (10)

Полученный результат означает, что количество вы-
борок N, необходимое для достижения точности  с вы-
сокой степенью вероятности, равняется:
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где θ — угол между векторами y  и z .

Сложность выполнения процесса  
оценки коэффициентов

Квантово-инспирированные алгоритмы отличаются 
от алгоритма FKV тем, что выполняют оценку коэффици-
ентов λ, а не вычисляют их непосредственно из прибли-
жённого SVD входной матрицы. В связи с этим возникает 
необходимость в исследовании сложности выполнения 
процесса оценки коэффициентов. Для n-мерных слу-
чайных векторов ожидаемое значение угла между дву-

мя векторами удовлетворяет условию  1
2cos q

й
лк

щ
ыъ

= n, 

в  связи с  чем допускается ожидать, что количество не-
обходимых выборок может линейно масштабироваться. 

В  том случае, если 1
2cos

,
q

= ( )poly m n , то алгоритм бо-
лее не  имеет требуемой полилогарифмической слож-
ности [17]. При этом важно отметить, что вне зависимо-
сти от используемой стратегии оценки коэффициентов, 
в наиболее негативном случае скалярные произведения 
векторов не  могут быть аппроксимированы за  субли-
нейное время.

Для систем линейных уравнений коэффициенты λl 
равняются:

l
s sl

l

l T

l

lv A b u b= =1 1
2

( ) ( ), ,                    (12)

В соответствии c [5] стратегия заключается в выраже-

нии коэффициентов как l
sl

l

T l TTr A bv= ( )1
2

( )  и выборке 

элементов Aij матрицы A. В  этом случае количество вы-
борок, необходимых для оценки, составляет:
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где s s s s: , , ,= ј( )1 2 k ;

bl
lu b: ,( )= ;
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l

l
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=
=
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1

;

A F
2 2= s .

В отдельных случаях, касаемых рекомендательных 
систем, коэффициенты пропорциональны скалярному 

произведению A vi
T l, ( ) . С учётом A u vi l i

l l T

l
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Тогда количество выборок удовлетворяет:
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Определим k-мерные векторы s s s s: , , ,= ј( )1 2 k
T

, m : , , ,( ) ( ) ( )= ј( )u u ui i i
k T1 2  и  их произведение Адамара 

v = s m  при v ul l i
l= s ( ). Из это следует:
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Во всех случаях количество выборок зависит от  со-
отношения между квадратом нормы k-мерного вектора 
и  квадратом l-го элемента данного вектора. Далее для 

конкретизированности рассмотрим соотношение s
s

2

2
l

. 

Наибольшее соотношение имеет место для наименьше-

го сингулярного значения σmin, что предполагает:
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Также данное соотношение может являться наиболь-
шим при наименьшем значении σmax . Это происходит 
в том случае, когда наибольшие k – 1 сингулярные значе-

ния равны друг другу. Тогда при условии s s
s

′l l:= , где 
s′ = 1, получаем:
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Из этого следует:
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Установим кb
b
b

: max

min

= , где b
b

max

min

 — наибольший и наи-

меньший элементы соответствующих им векторов. 
Вследствие этого допускается сделать заключение о том, 
что количество выборок, необходимых для оценки ко-
эффициентов в квантово-инспирированных алгоритмах 
для линейных систем составляет:
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Выборка векторов решений

Этапы аппроксимации SVD и оценки коэффициентов 
обеспечивают приближённые сингулярные значения s l  
и  коэффициенты l l . Приближённые правые сингуляр-
ные вектора матрицы A определяются на основе уравне-
ния (4), что позволяет неявно вычислить приближённый 
вектор решения x R wT= , где:

w wl

l

l

l

k
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Задача состоит в том, чтобы создать выборку из ука-
занных векторов, используя только элементы w и  R. 
Квантово-инспирированные алгоритмы достигают это-
го эффекта при помощи метода выборки с отклонением 
в несколько этапов:

1. Выбор строки со случайным индексом i.

2. Выбор столбца с  индексом j из  распределения 

на основе квадрата длины q j
R

R
i

ij

i

( ) =
2

2 .

3. Вывод j с  вероятностью 
w R

R w

j

j

, .,

.,

2

2 2  или повторе-
ние выбора j.

Дополнительно стоит отметить, что ожидаемое число 
повторений перед выводом столбца с индексом j состав-

ляет r w

w R

r w
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2
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2
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Заключение

Проведённое исследование показывает, что кванто-
во-инспирированные алгоритмы предполагают получе-
ние минимальной ошибки решения для задач с  матри-
цами достаточно высокой размерности. Важно отметить, 
что для достижения максимальной точности требуется 
соблюдение условий низкого ранга и низкого числа об-
условленности матрицы. По сравнению с ранее извест-
ными подходами, такими как алгоритм FKV, квантово-ин-
спирированные алгоритмы отличаются использованием 
методов оценки коэффициентов и выборки из векторов 
решений. С  одной стороны, прямое вычисление пред-
полагает линейные временные затраты. С другой сторо-
ны, методы, основанные на  выборках, полилогарифми-
чески масштабируются в  зависимости от  размерности 
и сопрягаются с дополнительными полиноминальными 
издержками в  отношении ранга матрицы, числа обу-
словленности и  ошибки в  оценке. При  этом несмотря 
на  асимптотическое масштабирование, методы для 
оценки коэффициентов не  приводят к  значительным 
улучшениям в  рамках практического использования 
квантово-инспирированных алгоритмов по  сравнению 
с  прямыми вычислениями в  классических алгоритмах. 
Таким образом, применение квантово-инспирирован-
ных алгоритмов становится целесообразным только для 
задач с матрицами чрезвычайно высокой размерности. 
Вместе с тем сложность квантово-инспирированных ал-
горитмов не  зависит от  ранга матрицы, что указывает 
на корректность их работы, в том числе и для задач с ма-
трицами полного ранга.
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