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Аннотация. В работе рассматривается телеграфное уравнение, являющи-
еся важным частным случаем для уравнения Максвелла для распростра-
нения тока по  проводам. Решением телеграфного уравнения является 
функция распределения электрического напряжения в  ограниченном 
проводе. Предложен оригинальный метод получения точного решения 
краевой задачи с  нетривиальным граничным условием. Введена серия 
вспомогательных функций, что позволило свести к  классической одно-
мерной задаче о колебании струны с условиями Дирихле на концах про-
вода. Методом разделения переменных было получено точное решение 
в виде сходящегося ряда Фурье.

Ключевые слова: телеграфное уравнение, краевая задача, точные реше-
ния.

THE PROBLEM OF VOLTAGE  
IN A BOUNDED TELEGRAPH LINE  
WITH PERIODIC VOLTAGE  
PERTURBATION AT THE LEFT END
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Summary. The paper considers the telegraph equation, which is 
an important special case for the Maxwell equation for current 
propagation through wires. The solution of the telegraph equation is 
the distribution function of the electric voltage in a bounded wire. An 
original method for obtaining an exact solution of a boundary value 
problem with a nontrivial boundary condition is proposed. A series of 
auxiliary functions was introduced, which made it possible to reduce 
to the classical one-dimensional problem of string oscillation with 
Dirichlet conditions at the ends of the wire. By the method of separation 
of variables, an exact solution was obtained in the form of a convergent 
Fourier series.
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Введение.

Получение точного решения обеспечивает воз-
можность более быстрых расчетов телеграфных 
линий и  открывает возможность более гибкого 

их проектирования.

Следуя [1], рассмотрим ограниченную телеграфную 
линию длины l. С  распределенными параметрами C, 
L, R, G, где C — емкость на  единицу длины, L — ин-
дуктивность на  единицу длины, R — сопротивление 
на единицу длины, G — проводимость на единицу дли-
ны (см. [4], [5]). Будем считать, что правый конец линии 
заземлен, а левый конец подключен к источнику пита-
ния, который подает напряжение по  гармоническому 
закону:

где V — амплитуда напряжения, ω — частота. Пред-
полагаем так же, что в начальный момент времени в ли-

нии нет ни  тока, ни  напряжения. Пусть  
распределение напряжения в  такой телеграфной ли-
нии. Установлено, что эта функция является решением 
однородной гиперболической задачи [6], [7]:

 (1)

 (2)

 (3)

где 

Постановка задачи.

Для поиска решения этой задачи обнулим краевые 
условия (2). Для этого введем новую функцию , 
которая определяется уравнением:

 (4)

Тогда краевые условия (2) для функции w перепи-
шутся следующим образом:

то есть

 (5)

Далее, необходимо пересчитать в  новой перемен-
ной уравнение (1) и  начальные условия (3) для него. 
Выполним пересчет производных:

 (6)

 (7)

Подставим выражения из (6) и (7) в уравнение (1):

 (8)

Начальные условия примут следующий вид:

то есть

 (9)

Иными словами, возникает неоднородная краевая 
задача для уравнения (8) с  краевыми условиями (5) 
и начальными условиями (9).

Пусть далее,

 (10)

тогда уравнение (8) примет следующий вид

 (11)

Следующим шагом из уравнения (11) уберем слагае-
мое с первой производной по времени. Для этого вве-
дем новую функцию , такую что:

 (12)

где к — числовой параметр, который будет опреде-
лен позднее. Заметим, что

и после подстановки в (11) при  получим:

 (12)

ИНФОРМАТИКА,  ВыЧИСЛИТЕЛьНАЯ  ТЕХНИКА  И  УПРАВЛЕНИЕ

67Серия: Естественные и технические науки №3 март 2022 г.



Отметим, что при замене (12) краевые условия 
на функцию z совпадут с условиями (5). Начальные ус-
ловия (9) примут вид:

 (13)

Рассмотрим однородное уравнение:

для которого применим метод Фурье [3]. А именно, 
потребуем, чтобы

откуда следует, что

 (13)

Тогда возникает классическая задача Штурма- 
Лиувилля:

решение которой известно. Итак, имеем счетный на-
бор собственных чисел

 (14)

и отвечающим им набор собственных функции

 (15)

Теперь получим разложение в ряд Фурье по системе 
функции Xn функцию g(x,t) из (10) и начальные условия 
(13). Несложно получить, что

тогда

 (16)

 (17)

 (18)

Для каждого натурального значения n получаем, что

 (19)

Подставим (19) в уравнение (12) и с учетом (16) и ли-
нейной независимости собственных функции задачи 
Штурма-Лиувилля получим, что

 (20)

и выполняются начальные условия

 (21)

Решением уравнения (20) является функция

 (22)

где Sn(v) —  функция, определяющаяся по  правой 
части уравнения (20), явную формулу для этой функции 
можно найти, например, в [2]; а μ1n, μ2n  — корни харак-
теристического уравнения:

 (23)

которые могут быть как действительными, так и чи-
сто мнимыми.

Получим, далее, явные формулы для решения. 
С учетом вида функции v, заметим, что в правой части 
уравнения (20)

далее, в (21) имеем

ИНФОРМАТИКА,  ВыЧИСЛИТЕЛьНАЯ  ТЕХНИКА  И  УПРАВЛЕНИЕ

68 Серия: Естественные и технические науки №3 март 2022 г.



 (24)

В уравнении (20) выражение 

может быть как положительным, так и  отрицатель-
ным, но для все возможных натуральных n отрицатель-
ное значение оно примет только для конечного набора 
значений n.

Пусть . 

Далее, пусть . 

Тогда  имеем

 (25)

и из начальных условий найдем, что

и

Далее, опираясь на формулы (4) и (12), получим, что

 +

 (26)

Пусть теперь

 

Введем обозначение 

 

Тогда  и   имеем

 (27)

и из начальных условий найдем, что

и

Далее, опираясь на формулы (4) и (12), получим, что

+

 (28)

Для резонансного случая  решение, опре-
деляемое по формуле (27), заменится на

 (29)

Константы из  (29) также могут быть определены 
из начальных условий и получена формула для точного 
решения в виде ряда Фурье аналогичная (28).

Заключение.

В работе рассмотрена начально-краевая задача для 
одномерного телеграфного уравнения с  нетривиаль-
ным краевым условием. С  помощью удачной замены 
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и  метода разделения переменных удалось свести ре-
шение этой задаче к известной задаче о колебании од-
номерной ограниченной струны, что позволило пред-

ложить метод построения решения в виде ряда Фурье. 
Результаты работа могут найти применение при прак-
тическом расчете телеграфных линий.
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