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Аннотация. Рассматривается возможность повышения эффективности 
применения метода динамического программирования посредством 
трансформации задач дискретной оптимизации в  сетевые модели. Про-
ведена разработка соответствующего алгоритма и его программная реа-
лизация применительно к решению многокритериальных задач. Разрабо-
танный алгоритм и соответствующая машинная программа могут служить 
универсальной основой для построения любых алгоритмов и  программ 
решения дискретных задач динамического программирования.
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Введение

При выполнении многих технических и экономи-
ческих прикладных задач в  различных сферах 
деятельности нередко возникают проблемы, 

связанные с  необходимостью принятия оптимальных 
проектных решений, поиск которых целесообразен 
методами дискретной оптимизации. Отличительной 
особенностью таких задач является наличие ограни-
ченного множества возможных решений, перебрав ко-
торые можно получить оптимальное в виде максимума 
или минимума целевой функции. Классическим спосо-
бом исследования задач дискретной оптимизации яв-
ляется метод динамического программирования хотя 
и  относительно редко использующийся для нахожде-
ния оптимального решения, поскольку для решения 
большинства задач или используются более эффектив-
ные методы математического программирования или 
достаточными оказываются различные эмпирические 
алгоритмы. Оправданным использование метода дина-
мического программирования представляется в случа-
ях, когда, например, при линейном программировании, 
возникают трудности в формализации условий задачи 
[8]. Одной таких задач является определение кратчай-
шего или критического пути на ориентированном гра-
фе, где применение динамического программирования 
существенно снижает объем вычислений, обеспечивая 

эффективность метода в целом, повышая его практиче-
скую значимость, в частности.

Исследованиям в этой области посвящены многие 
работы как зарубежных, так и отечественных ученых. 
В частности, Будаевой А.А. показывается, что подавля-
ющее большинство задач планирования и управления 
являются достаточно сложными с  большим количе-
ством условий, поэтому для их эффективного решения 
наиболее подходит методы дискретной многокрите-
риальной оптимизации [4]. Теоретические вопросы, 
связанные с математическими моделями технических 
систем с  дискретным характером функционирова-
ния и  применением аналитических методов расчёта 
и  решения задач проектирования с  использованием 
методов оптимизации подробно рассмотрены Али-
евым Т.И. [2]. В  работе Мещерякова Г.А. и  Дрожен-
ко В.М. [11] обосновывается, что в  процессе поста-
новки и  решения оптимизационных экономических 
задач возникает потребность использования точных, 
математически формализованных методов, таких как 
теория графов и сетей (метод ветвей и границ) с рас-
пределением исполнителей по  работам (задачи на-
значений), выбором кратчайшего пути на  графе при 
условии минимизации затрат. Метод сетевого про-
граммирования для получения точных решений или 
верхних (нижних) оценок задач многоэкстремальной 
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дискретной оптимизации дает хорошие результаты 
при использовании для управления проектами [5]. 
Примеры прикладных задач из  различных сфер де-
ятельности, их математические модели и  методы ре-
шения на  основе современной теории оптимизации, 
алгоритмы, основанные на комплексном применении 
динамического программирования и  метода ветвей 
и  границ, доведённые до  практических реализаций 
рассмотрены Струченковым В.И. [14]. Однако, поиск 
решений в  задачах дискретной оптимизации связан 
с  принципиальными вычислительными трудностями, 
в  то  время как современные комбинаторные методы 
для практического решения задач дискретной опти-
мизации ориентированы на  разработку алгоритмов, 
которые позволяют получать приближенное решение 
с  гарантированной оценкой отклонения от  оптиму-
ма. В  целом, алгоритмы упрощения является эффек-
тивным приемом поиска решений оптимизационной 
задачи [16]. Так, например, в  работе [6] предлагается 
итерационный эвристический метод решения задач 
дискретной комбинаторной оптимизации, основан-
ный на  выборе направления движения в  пределах 
комбинаторного дерева с  использованием стохасти-
ческого эвристического критерия, а в работе [7] пред-
ложена модификация эволюционных методов опти-
мизации, позволяющая решать задачи оптимизации 
с  дискретными переменными без предварительного 
преобразования исходной задачи в  задачу псевдобу-
левой оптимизации.

Тем не менее, при решении задач большой размер-
ности, например, проектирование сетей связи нацио-
нального масштаба, то есть там, где наличествует мно-
гократно повторяющийся цикл расчётов, время поиска, 
даже с учетом возможностей современных средств вы-
числительной техники, может оказаться существенно 
большим. То  есть, проблема повышения производи-
тельности метода динамического программирования 
остается актуальной. Исходя из изложенного, цель на-
стоящей работы состоит в разработке алгоритма реше-
ния общей задачи динамического программирования 
при векторном представлении данных, позволяющем 
трансформировать дискретные задачи в сетевые моде-
ли и тем самым существенно повысить эффективность 
метода.

Методология

Многие задачи оптимального планирования и орга-
низации систем являются многошаговыми и решаются 
методом динамического программирования [3], по-
зволяющий отбраковку вариантов путей, приводящих 
в  конкретное состояние и  допускающей дополнитель-
но и  отбраковку бесперспективных состояний в  про-
цессе счёта [10]. При этом считается, что отсутствует 

универсальный метод решения задач динамического 
программирования [9]. С другой стороны, практически 
любая дискретная задача динамического программи-
рования может быть сведена к  задаче определения 
кратчайшего или критического пути в  ориентирован-
ном графе [1].

Действительно, практически любая задача динами-
ческого программирования путем соответствующего 
выбора переменных может быть представив в виде се-
парабельной модели:

  (1)

где: n — число этапов (шагов) решения,

или   (2)

причем путем логарифмирования легко перейти 
от модели (2) к модели (1).

Так как всегда возможна дискретизация перемен-
ных yj, то условие (1) может быть представлено в виде:

  (3)

где: Cij — дискретные значения функций fj(yj);
Xij — принимает значения «0» или «1».

Тем самым задача динамического программиро-
вания трансформируется в  целочисленную задачу 
линейного программирования и,  в  принципе, может 
решаться методами целочисленного линейного про-
граммирования.

С другой стороны, как показано в  [15] любая цело-
численная задача линейного программирования мо-
нет быть решена сетевыми методами. При этом задача 
представляется ориентированным графом с начальной 
и конечной вершинами, как показано на рис. 1.

Для указанного на  рис.  1 представления математи-
ческой модели (3) значения Cij соответствуют ребрам 
графа, а  переменная Xij означает наличие или отсут-
ствие соединений между вершинами.

Тем самым решение целочисленной задачи линей-
ного программирования указанного вида трансфор-
мируется в задачу определения кратчайшего или кри-
тического пути на  ориентированном графе. Наиболее 
распространенным алгоритмом решения таких задач 
является алгоритм Дейкстры [12].

Решение подобных задач усложняется при наличии 
ограничений и в многокритериальных задачах.
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Рис. 1. Представление целочисленной задачи линейного программирования ориентированным 
графом
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Рис. 2. Пример ориентированного графа в многокритериальных задачах
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Рис. 3. Трансформация ориентированного графа при наличии ограничений
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Так как другие критерии и ограничения также пред-
ставляют собой сепарабельные функции, то их учет сво-
дится к увеличению числа соединений между вершина-
ми графа. Пример такого графа приведен на рис. 2.

Ряд задач динамического программирования имеет 
смысл лишь при наличии ограничений или/и несколь-
ких критериев и  трансформируются в  модели, пред-
ставляемые графом, указанном на рис. 3.

Таким образом, наиболее сложными среди рассмо-
тренных задач являются такие, которые трансформи-
руются в  сетевую модель, показанную на  рис.  2. Сле-
довательно, алгоритм решения таких задач является 
наиболее общим и универсальным.

В качестве основы для построения универсального 
алгоритма решения дискретных задач динамического 
программирования используем векторное представ-
ление данных, то есть любое решение (выбранный ва-

риант построения системы) может быть охарактеризо-
вано вектором:

 = [r1, r2, …, rj, …, rm]

где: rj — номер варианта построения j-го элемента 
на соответствующем этапе (шаге);

j = ; rj = 

Поиск решения распадаентся на  m этапов (шагов), 
на каждом из которых определяются наборы векторов 
частных решений, показатели, соответствующие этим 
решениям и  производится отбор доминирующих ре-
шений по условиям предпочтения.

Структурная схема алгоритма решения общей зада-
чи динамического программирования при векторном 
представлении данных (векторным методом) представ-
лена на рис. 4.)

j +1 ≥ n

Определение начальных базовых 
векторов решений (для 1-го шага)
Определение начальных базовых 
векторов решений (для 1-го шага)

Определение набора векторов 
решений на (j+1)-м шаге

Определение набора векторов 
решений на (j+1)-м шаге

Определение значений критериев 
для каждого вектора решений на   

(j+1)-м шаге

Определение значений критериев 
для каждого вектора решений на   

(j+1)-м шаге

Отбор доминирующих векторов 
на (j+1)-м шаге по условиям 

предпочтения

Отбор доминирующих векторов 
на (j+1)-м шаге по условиям 

предпочтения

Нет

Да

Ввод исходных 
данных

Ввод исходных 
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Вывод результатаВывод результата

Рис. 4. Алгоритм решения общей задачи динамического программирования
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Рис. 5. Варианты построения сети связи между двумя пунктами
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Рис. 6. Графическое представление двухкритериальной задачи динамического программирования 
в виде сетевой модели
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Пояснения к алгоритму:
 ♦ последний набор доминирующих решений 

на последнем шаге является окончательным ре-
шением задачи и выводится в качестве результа-
та, при необходимости получения единственного 
решения нужно использовать дополнительные 
условия (ограничения, свертку критериев);

 ♦ общие положения о применении условий пред-
почтения описаны в  [13], конкретные критерии 
рассмотрены ниже на примере.

Пример реализации алгоритма

Пусть необходимо спроектировать систему связи 
между двумя пунктами (А  и Б), причем участки этой 
системы могут быть географически расположены и по-
строены различным образом (см. рис.  5). Число вари-
антов построения каждого участка показано на  рис.  5 
на дугах графа.

Критериями отбора вариантов построения системы 
связи являются затраты (З) и надежность (К – коэффици-
ент простоя оборудования), то  есть оптимизационная 
модель может быть записана в виде:

Предполагаем при этом, что выбор направлений 
и вариантов построения участков связи учитывает со-
блюдение всех ограничений. Таким образом, мы имеем 
двухкритериальную задачу динамического программи-
рования, которая непосредственно может быть пред-
ставлена в виде сетевой модели (рис. 6).

На рис. 6 приняты следующие обозначения:

 ♦ над ребрами в  кружках — номера ребер в  ка-
ждой группе (значение для ребер);

 ♦ над ребрами через дробную черту — значение 
затрат (в  числителе млн. руб.) и  коэффициентов 
простоя оборудования (в знаменателе *10–6);

 ♦ внутри узлов — полные обозначения узлов;
 ♦ над узлами — значения q для узлов.

Решения записываются в виде:

где: q — элементы вектора узлов,
а — элементы вектора ребер.

Условия предпочтения могут быть представлены 
следующим образом:

 ♦ для ребер:
 ♦  если ((Зr+1 > Зr) ˄ (Кr+1 < Кr)) ˅((Зr+1 > Зr) ˄ 

(Кr+1 < Кr)), то оба решения являются домини-
рующими;

 ♦  если (Зr+1 > Зr) ˄ (Кr+1 > Кr), то решение (r+1) 
отбрасывается (не является доминирующим);

 ♦  если (Зr+1 < Зr) ˄ (Кr+1 < Кr), то решение r от-
брасывается (не является доминирующим);

 ♦  если (Зr+1 = Зr) ˄ (Кr+1 = Кr), то решение явля-
ются эквивалентными и отбрасывается любое 
решение;

 ♦  если ((Зr+1 = Зr) ˄ (Кr+1 > Кr)) ˅()Зr+1 > Зr) ˄ 
(Кr+1 = Кr)), то  отбрасывается (r+1)-е реше-
ние.

 ♦ для узлов:
 ♦  если (Nq+1 ≠ Ng), то оба решения доминирую-

щие;
 ♦ если (Nq+1 = Ng), то  решения эквивалентные 

и  выбор решений производится в  соответ-
ствии с условиями предпочтения для ребер.

Таблица 1. Исходные данные для решения задачи

Ва
ри

ан
ты

 п
ос

тр
о‑

ен
ия

 э
ле

м
ен

то
в

Показатели элементов

1

2 3

1,2 2,2 3,2 1,3 2,3

1
1,2 1,3 1,3 1,3 11,4 1,4
6/1 5/2 4/3 7/4 6/5 2/8 3/6 4/4 8/3 5/4 6/5 8/3 9/1 3/5 4/2

2
2,2 - 2,3 2,3 - -
3/4 2/5 - 4/3 3/4 4/8 - -

3
3,2 - - - - -
7/2 5/3 - - - - -
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Таблица 2
1. Начальный (базисный) набор вариантов решений

Q 100 200 300
Узлы 1,2 2,2 3,2
R 100 200 300 100 200 100 200
З 6 5 4 3 2 7 5
К 1 2 3 4 5 2 3

2. Набор векторов решений и значения критериев на 2-м шаге
Q 110 210
Узлы 1,3 1,3
R 110 120 210 220 310 320 110 120 130 210 220 230
З 13 12 12 11 11 10 5 6 7 4 5 6
К 5 6 6 7 7 8 12 10 8 12 11 9

Q 220 310 320
Узлы 2,3 1,3 2,3
R 110 120 210 220 110 120 210 220 110 210
З 7 6 6 5 15 12 13 10 11 9
К 7 8 8 9 5 6 6 7 10 11

3. Доминирующий набор векторов решений на 2-м шаге
Q 110 210 220 310
Узлы 1,3 1,3 2,3 1,3
R 110 120 210 220 230 130 110 210 220 110
З 13 12 4 5 6 7 7 6 5 10
К 5 6 13 11 9 8 7 8 9 7

5. Набор векторов решений и значения критериев на 3-м шаге
Q 111 211

Узлы 1,4 1,4

R 111 112 121 122 211 212 221 222 231 232 131 132

З 19 21 18 20 10 12 11 13 12 14 13 15

К 11 8 11 9 18 16 16 14 14 12 12 11

Q 221 311

Узлы 1,4 1,4

R 111 112 211 212 221 222 221 222 211 212

З 10 11 9 10 8 9 16 18 12 13

К 12 9 13 10 14 11 13 11 16 13

7. Доминирующий набор векторов решений на 3-м шаге решения задачи
Q 221 111

R 221 222 212 112 112

З 8 9 10 11 21

К 14 11 10 9 8

1,1 2,2 2,3 1,4
2 22 222/52/5 3/4 4/2

Рис. 7
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По  графу, представленному на  рис.  6, составим та-
блицу исходных данных (табл. 1).

Последовательность решения описывается в  виде 
векторных преобразований (таблица 2).

Пусть в  качестве ограничений задачи задано, 
что Кдоп ≤ 11 * 10–6, тогда решение задачи имеет вид: 
221(222) при З = 9 млн. руб. и К = 11 * 10–6. Решение оз-
начает, что трасса проходит через узлы и ребра (рис. 7).

Для сокращения объемов расчета примем меры 
по сокращению промежуточных вычислений, которые 
сводятся к следующим.

Так как исходные данные имеют определенную по-
грешность, то  с  учетом этой погрешности эквивалент-
ными могут считаться все решения, отличающиеся 
по всем критериям на величину Δ, не более Δдоп, где:

Δ = 

где: ω — номер критерия оптимальности.

Еще большего сокращения набора доминирующих 
решений можно достичь, используя «жесткие» условия 
предпочтения в виде:

∑ωβω,r+1 * δSω,r+1 < 0 — решение (r + 1) отбрасывается;

∑ωβω,r+1 * δSω,r+1 ≥ 0 — решение (r + 1) сохраняется;

где: βω — весовые коэффициенты, Σβω = 1 (при оди-
наковых значениях βω можно принять βω = 1).

где: e — число критериев оптимальности.

Введение коэффициентов β позволяет выделить 
наиболее важные критерии.

На основании рассмотренного алгоритма разработана 
соответствующее программное обеспечение, являюще-
еся основой для построения программ решения любых 
дискретных задач динамического программирования.

Заключение

1. 1. Дискретные задачи динамического программи-
рования трансформируются в  сетевые модели. 
Тем самым может быть построен универсальный 
алгоритм решения таких задач.

2. 2. Разработанный алгоритм и соответствующая ма-
шинная программа могут служить универсаль-
ной основой для построения любых алгоритмов 
и программ решения дискретных задач динами-
ческого программирования.

3. 3. Элементом новизны предлагаемого решения яв-
ляется высокопроизводительный алгоритм рас-
чета, позволяющий оптимизировать трудозатра-
ты при программировании.

4. 4. Направления дальнейших исследований будут свя-
заны с доработкой программного обеспечения для 
построения цифрового двойника, позволяющего 
осуществлять перспективное проектирование сетей 
связи, оптимизируемых по заданным критериям.
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