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Аннотация. Предложена оригинальная версия симплексного метода для 
поиска минимума функции, заданной аналитически. Алгоритм прошел ве-
рификацию. Использовались различные начальные приближения и ограни-
чения. Оригинальная версия симплексного метода обеспечивает решение 
уравнения с двумя неизвестными с удовлетворительной точностью. Разра-
ботанный алгоритм можно распространить на решение уравнений с боль-
шим числом неизвестных.
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Введение

С огласно [1] и [2] в симплексном методе отсутству-
ет необходимость вычисления производных для 
определения направления наискорейшего про-

движения к  оптимуму и  одновременно сохраняя воз-
можность достаточно быстрого продвижения к  нему. 
Основания идея этого метода состоит в  том, что по  из-
вестным значения целевой функции в  вершинах выпу-
клого многогранника, называемого симплексом, нахо-
дится направление, в  котором требуется сделать шаг, 
чтобы получить наибольшее уменьшение (увеличение) 
критерия оптимальности. При этом, под симплексом 
в  n-мерном пространстве понимается многогранник, 
имеющий ровно n+1 вершин, каждая из которых опре-
деляется пересечением n гиперплоскостей данно-
го пространства. Примером симплекса в  двумерном 
пространстве, т. е. на  плоскости является треугольник. 
В  трехмерном пространстве симплексом будет любая 
четырехгранная пирамида, имеющая четыре вершины, 
каждая из которых образована пересечением трех пло-
скостей — граней пирамиды.

В  [1] отмечено, что симплекс обладает одним свой-
ством: против любой из  вершин симплекса Sj располо-
жена только одна грань, на  которой можно построить 
новый симплекс, отличающийся от  прежнего располо-
жением новой вершины S j , тогда как остальные вер-
шины обоих симплексов совпадают. Вершина S j  но-
вого симплекса может находиться по  другую сторону 
грани от  вершины Sj. Именно это свойство симплекса 
и  обусловило возможность его применения при реше-

нии оптимальных задач, в  которых требуется отыскать 
экстремальные точки целевых функций. На  рисунке 1 
схематично показан алгоритм симплексного метода 
на примере задачи поиска наименьшего значения целе-
вой функции двух независимых переменных с линиями 
постоянного уровня.

В [1] доказано, что при применении правильных сим-
плексов направление движения в  симплексном методе 
совпадает с  направлением градиента, если, естествен-
но, симплекс достаточно мал. Вместе с тем, реализация 
данного метода не  требует существенного увеличения 
вычислительных затрат с повышением размерности ре-
шаемой задачи, поскольку на каждом шаге рассчитыва-
ется только одно значение целевой функции независимо 
от числа переменных. В то же время при использовании 
градиентных методов поиска с возрастанием числа не-
зависимых переменных соответственно увеличивается 
число вычисляемых значений целевой функции при рас-
чете производных по всем переменным.

1. Решение системы уравнений  
симплексным методом

Далее описан алгоритм авторской программы 
RESURS, которая уточняет точки, «подозрительные» 
на экстремум функции n — переменных 

F x x n1 2, , ... , x( ) , 

при помощи симплекс-метода. За  основу был взят 
симплексный метод, описанный в работе [1] и модифи-
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Рис. 1. Схематичное представление поиска минимума симплексным методом

Таблица 1. Приятые обозначения

xi – Варьируемые параметры i = 1, ... , n
xi

0 – Начальные значения варьируемых параметров i = 1, ... , n
min xi, max xi – Границы области изменения xi, min xi ≤ xi ≤ max xi

min xi
0, max xi

0 – Начальные границы области изменения xi

yi – Безразмерные параметры 0 ≤ yi ≤ 1
yic – Безразмерные координаты начальной точки.

yiЛ, yiП – Расстояние до границы области изменения.

Rc – Радиус симплекса.

Yij – Координаты j-ой вершины симплекса j = 1, ... , n+1
ВС – Обозначение вершины симплекса (ВС=1 — да, ВС=0 — нет).

СПВ – Самая плохая вершина симплекса (имеются две самых плохих вершины — СПВ1 и СПВ2).

F – Функция цели. Рассчитывается в каждой точке с координатами xi

ЧФЦ – Число обращений к функции цели.

ЧФЦЭ – Число обращений к функции цели на этапе.

Fn – Новая функция цели.

yi* – Координаты центра грани, противоположной СПВ1.

СКФЦ – Счетчик корректировок функций цели.

СКФЦЭ – Счетчик корректировок функции цели на этапе.

НЭ – Номер этапа.
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цированный автором. Метод настроен на поиск мини-
мума целевой функции (min F). Принятые обозначения 
переменных, используемых в  методе приведены в  та-
блице 1.

Алгоритм RESURS состоит из девяти модулей, описа-
ние каждого из модулей приводится ниже.

1. Подготовка исходных данных

По  всем варьируемым размерным параметрам 
xi задаются: начальные значения варьируемых па-
раметров xic; начальные ограничения min xi

0 ≤ xi ≤ 
max xi

0. Поскольку в процессе движения симплекса, 
ограничения могут меняться, то они же и принима-
ются за  текущие xic = xi

0
c, min xi = min xi

0, max xi = 
max xi

0.

НЭ=0, ЧФЦ=0, ЧФЦЭ=0, СКФЦЭ=0, СКФЦ=0.

2. Переход к безразмерным переменным

Безразмерные переменные yi рассчитываются 
по формулам

y x x
x xi

i i

i i
=

−
−
min

max min
.

Безразмерные координаты yic начальной точки опре-
деляются уравнениями

y x x
x xic

ic i

i i
=

−
−
min

max min
.

Таким образом, все yi изменяются в  промежутке 
0 ≤ yi ≤ 1.

3.  Определение радиуса симплекса.  
Начало работы симплекса

Определяются расстояния от  центра будущего сим-
плекса yic до границ min yi = 0 и max yi = 0.

hiЛ = yic, hiП = 1 – yic.

i = 1, ... , n, где n — число варьируемых параметров 
(переменных). hiЛ — расстояние от центра до левой гра-
ницы, hiП — расстояние от  центра до  правой границы. 
Из всех значений выбирается наименьшее.

hmin = min{hiЛ, hiП}.

Радиус симплекса определяется как часть hmin

.

4.  Построение симплекса  
(правильного многогранника)

Каждая вершина симплекса с номером j (о = 1, ... , 
n+1) имеет n координат yij (i = 1, ... , n), которые вычис-
ляются по формулам

.

После определения всех безразмерных координат Yij 
j-ой вершины определяются по модулю № 5 в этой вер-
шине функция цели. При этом в  модуль 5 подается ин-
формация, что считается вершина симплекса (ВС)

ВС=1.

После завершения построения симплекса проводит-
ся его анализ по модулю № 6 и определяются вершины 
СПВ1 и СПВ2 (самые плохие вершины).

5. Функция цели

Функция цели F рассчитывается в точке с координа-
тами xi (i = 1, ... , n). Эта точка может быть вершиной сим-
плекса (ВС=1), либо это не  вершина симплекса (ВС=0). 
Для расчета функции цели в точке с безразмерными ко-
ординатами yi (i = 1, ... , n) необходимо перейти к раз-
мерным переменным xi по формулам

x x y x xi i i i i= + −( )min max min .

После этого рассчитывается целевая функция F(xi). 
При каждом обращении к  расчету F увеличиваются 
на  единицу число обращений к  функции цели и  число 
обращений к функции цели этапа.

ЧФЦ=ЧФЦ+1, ЧФЦЭ=ЧФЦЭ+1.

5.1 Если ВС=1, то полученное значение функции цели 
F(xi, xn) присваивается j-ой вершине Fj = F.

5. 2 Если ВС=0, то точка с координатами xi и целевой 
функцией F(x1, xn) называется новой Fn = F.
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Тем не менее, новая точка не является вершиной сим-
плекса.

6. Анализ симплекса

В  результате анализа определяются «хорошие» 
и «плохие» вершины, а также разница между ними. Вы-
числяется «самая плохая вершина» (СПВ), удовлетворя-
ющая условию

F Fk j= { }max ,

где j — номер вершины симплекса (j = 1, ... , n+1). 
Эта вершина обозначается СПВ1 и  имеет индекс k. 
Из оставшихся вершин определяется снова «самая пло-
хая вершина»

F Fl j= { }max , .

Эта вершина обозначается СПВ2 и имеет индекс l.

7. Движение симплекса

Рассчитываются безразмерные координаты центра 
грани, противоположной СПВ1

y
n

Yi ij
j
j k

n

*
,

=
=
≠

∑1
1

.

Затем, совершается отражение СПВ1 через рассчи-
танный центр противоположной грани по формуле

.

В  новой точке, которая пока еще не  является вер-
шиной симплекса (ВС=0), определяется функция цели 
F по правилам модуля № 5. Функция цели в этой точке 
обозначается FH. При этом увеличиваются на  единицу 
счетчики ЧФЦ и ЧФЦЭ:

ЧФЦ=ЧФЦ+1, ЧФЦЭ=ЧФЦЭ+1.

Если выполнены условия

,

то  функция цели FH не  корректируется. Если  же 
хотя  бы одно из  условий (*) не  выполнено, то  функция 
цели FH корректируется по формуле

,

где ε1 — малое число, например 10–5. При этом, счет-
чики корректировки функции цели этапа увеличиваются 
на единицу

СКФЦ=СКФЦ+1, СКФЦЭ=СКФЦЭ+1.

Затем, проверяются условия движения симплекса 
к цели

Условие 7.2 необходимо, чтобы симплекс не «топтал-
ся» на  месте, а  7.3 — для предотвращения стягивания 
в точку.

Если эти условия выполнены, то этап продолжается. 
Для этого, вершина СПВ1 отбрасывается, а  вместо нее 
точка «н» становится новой вершиной (Fj = FH, Yij = yiH).  
Затем, повторяются все операции, начиная с  модуля 
№ 6. Если хотя бы одно из условий 7.1–7.3 не выполнено, 
то этап завершается по правилам модуля № 8.

8. Завершение этапа

В данном модуле принимается решение — закончить 
оптимизацию или сформировать новый этап. Из  всех 
вершин симплекса и новой точки выбирается вершина 
с наилучшим значением целевой функции

, где ( j n= +1 1, ..., ).

Выполняется проверка на условия

Если безразмерные координаты этой точки удовлет-
воряют условиям (8.1) — (8.3), то начинается новый этап, 
а  значения НЭ, ЧФЦЭ, СКФЦЭ заносятся в  память про-
граммы.

После чего, счетчики изменяют свои значения следу-
ющим образом

НЭ=НЭ+1, СКФЦЭ=0, ЧФЦЭ=0.

Далее, рассчитываются размерные координаты хоро-
шей точки, принимаемые за центр нового симплекса



ИНФОРМАТИКА, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И УПРАВЛЕНИЕ

52 Серия: Естественные и технические науки №12/2 декабрь 2017 г.

1.7

1.8

1.9

2.0

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

3.0

3.1

3.2

3.3

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Номер этапа, NE

А
рг

ум
ен

т

X1
X2

Рис. 2. Зависимость значений «хорошей» и двух «плохих» вершин от номера этапа
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Рис. 3. Зависимость значений переменных «хорошей» вершины x1 и x2 от номера этапа
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.

Затем, находятся новые границы области оптимиза-
ции

, ,

.

Вычисляются новые ограничения для области опти-
мизации

min x x Hi ic= − , max x x Hi ic= + .

После чего, начинается новый этап оптимизации, на-
чиная с  модуля № 2 до  модуля № 8. Если хотя  бы одно 
из  условий (8.1) — (8.3) не  выполнено, то  оптимизация 
прекращается и происходит переход на модуль № 9.

9. Конец оптимизации

Безразмерные координаты yixop «хорошей» точки Fxop 
переводятся по уравнениям, аналогичным в модуле № 5

.

Результаты выдаются на печать, в файл или в другой 
модуль.

2. Верификация симплексного метода

Для проверки алгоритма использовалось нахожде-
ние корней в уравнении параболоида — поиск миниму-
ма функции. Функция была задана в следующем виде

Z ax bx cx dx f= + − − +1
2

2
2

1 2 , (1)

где коэффициенты, входящие в уравнение имеют сле-
дующие значения: a = 0.5, b = 1, c = 3, d = 4, f = 9. 
Данная функция имеет аналитическое решение в точке 
x1M = 3, x2M = 2, равное zM = 0.5. Использовались сле-
дующие начальные приближения: x1c = 2, x2c = 3. Поиск 
минимума функции был задан в области, ограниченной 
следующими значениями: 0 ≤ x1M ≤ 5, 0 ≤ x2M ≤ 5.

В  результате численного решения найдено значе-
ние функции равное zM = 0.500000983862495. Отли-
чие численного решения от  аналитического, составля-
ет 10–4%. Значения аргументов функции составляют  
x1M = 3.00118920738385 и  x2M = 1.99947392453677. 
Как видно, из  результатов расчета, отличие минималь-
ное.
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Рис. 4. Разница численного решения и аналитического
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С  целью иллюстрации удовлетворительной работы 
симплексного метода на рисунках 2–3 показаны интере-
сующие значения в зависимости от номера этапа. На ри-
сунке 2 показаны изменения значений «хорошей» вер-
шины и  двух «плохих». Изменения значений аргументов 
(переменные x1 и x2, входящие в уравнение (1)), приведе-
ны на рисунке 3. На рисунке 4 показано разница между 
численным решением и аналитическим. Как видно из ри-
сунков, решение достигается, когда номер этапа равен 73.

Дополнительно, для верификации алгоритма ори-
гинальной версии симплексного метода был проведен 
ряд расчетов (поиск минимума) с различными значени-
ями коэффициентов a, b, c, d, f, входящими в уравнение 
(1), а  также различными начальными приближениями 
и ограничениями. На примере десяти вариантов расчета 
обеспечивается решение выражения (1) симплексным 
методом. Максимальное значение абсолютной погреш-
ности не превышает 5%.

Выводы

На основе имеющихся в литературе данных разрабо-
тан алгоритм, в котором реализована оригинальная вер-
сия симплексного метода.

Алгоритм верифицирован на  примере поиска ми-
нимума функции параболоида. Использовались раз-
личные начальные приближениями и  ограничения. 
На  примере десяти вариантов расчета обеспечивается 
удовлетворительное решение симплексным методом. 
Максимальное значение абсолютной погрешности 
не превышает 5%.

Получено, что оригинальная версия симплексного 
метода обеспечивает решение уравнения с двумя неиз-
вестными с удовлетворительной точностью. Разработан-
ный алгоритм можно распространить на решение урав-
нений с большим числом неизвестных, чем два.
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