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Аннотация: В статье обосновывается возможность введения курса «Нели-
нейные уравнения в частных производных» для бакалавров направления 
44.03.05 – педагогическое образование (с двумя профилями подготовки: 
математика и физика). Описывается структура и возможное содержание со-
ответствующего курса по выбору. Приведены примеры типовых задач для 
различных разделов курса.
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Summary: The article substantiates the possibility of introducing the 
course «Nonlinear partial differential equations» for bachelors of 44.03.05 
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course is described. Examples of typical tasks for various sections of the 
course are given.
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Введение 

Проблемам преподавания дифференциальных 
уравнений в вузах для различных специальностей 
в последнее время уделяется пристальное внима-

ние [1–5]. 

На факультете математики и естественных наук в Ела-
бужском институте Казанского федерального универси-
тета студенты, обучающиеся по направлению 44.03.05 
(педагогическое образование с двумя профилями под-
готовки – математика и физика) изучают стандартный 
для данной специальности курс «Дифференциальные 
уравнения», включающий следующие разделы: элемен-
ты общей теории обыкновенных дифференциальных 
уравнений и начала теории линейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений. В современной матема-
тике дифференциальные уравнения являются одним из 
наиболее важных и актуальных разделов математики. 
В связи с возможностями применения дифференциаль-
ных уравнений в математическом моделировании за-
дач из различных областей науки и техники, а также их 
связью с другими разделами математики, целесообраз-

ным представляется введение курса по выбору, целью 
которого является ознакомление с современными и ак-
туальными приложениями дифференциальных уравне-
ний. Отметим, что целевой аудиторией курса являются 
будущие учителя математики и физики, которые долж-
ны иметь достаточно широкий кругозор в рассматри-
ваемой области знания. В качестве такого дополнения 
можно предложить курс, посвященный изучению нели-
нейных уравнений в частных производных, а также не-
которых нелинейных моделей математической физики. 
Это направление теории дифференциальных уравнений 
бурно развивалось в XX веке и имеет многочисленные 
приложения в современной науке и технике (оптоволо-
конная связь, нервные импульсы, теория волн на воде, в 
том числе цунами, эффект Джозефсона и др. [6–8]). 

Разработанные нами учебно-методические материа-
лы могут послужить основой для создания электронного 
образовательного ресурса, предназначенного для дис-
танционного использования учащимися. Дистанционно-
му обучению, в том числе математики в высшей школе, в 
последнее время уделяется много внимания, этому на-
правлению посвящены, например, работы[9–14]. 
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Отметим, что структура курса такова, что от слушате-
ля не требуется ничего, кроме знания основ математиче-
ского анализа и теории обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. В частности, не требуется знакомство с 
теорией линейных дифференциальных уравнений вто-
рого порядка и методами гармонического анализа.

Описание курса

Разработанный курс состоит из двух разделов.
I. Уравнения с частными производными первого 

порядка.
II. Нелинейные уравнения математической физики.

Первый раздел включает в себя следующие состав-
ные части.

1.  Линейные однородные уравнения в частных про-
изводных первого порядка.

2.  Квазилинейные уравнения первого порядка.
3.  Системы двух совместных уравнений первого по-

рядка. Условие совместности системы, интегриро-
вание системы двух уравнений. 

4.  Уравнение Пфаффа, условия его интегрируемо-
сти.

5.  Полный, общий и особый интегралы уравнения с 
частными производными первого порядка. Вво-
дятся понятия полного, общего, особого интегра-
ла и характеристик.

6.  Метод Лагранжа–Шарпи нахождения полного ин-
теграла. Излагается метод Лагранжа–Шарпи на-
хождения полного интеграла, который заключает-
ся в нахождении второго уравнения системы при 
условии, что система из двух уравнений вполне 
интегрируема.

7.  Метод Коши для двух независимых переменных. 
Здесь рассматриваются: определение характери-
стических линий на интегральной поверхности, 
дифференциальные уравнения характеристик 
первого порядка, определение характеристик из 
дифференциальных уравнений, построение инте-
гральной поверхности из характеристик, задача 
Коши.

8.  Метод Коши для n независимых переменных. 

Приведем некоторые типичные задачи для раздела I.
1. Проверить условия интегрируемости и найти ин-

тегральное многообразие уравнения
(yz - z2)dx - xzdy + xydz = 0

2. Определить проекции на плоскость x0y семейства 
кривых, определяемых на эллипсоиде  
уравнением Пфаффа

3. Проинтегрировать
p2 + q2 + pq - qx - py - 2z + xy = 0.

4. Для уравнения z = px + qy + pq найти решение, про-
ходящее через кривую

x = 0, z = y2.
5. Решить задачу Коши для уравнения

z = pq.

Начальные условия: x0 = u, y0 = u2, z0 = u3.
6. Решить задачу Коши для уравнения

p2 + q2 = 1

Начальные условия: 

Содержание второго раздела

1.  Задача Стефана о фазовом переходе (задача о 
промерзании).

2.  Распространение тепловых возмущений в нели-
нейных средах.

3.  Задача нелинейной теплопроводности с объем-
ным поглощением.

4.  Уравнение типа «реакция–диффузия».
5.  Уравнение Колмогорова–Петровского–Пискунова
6.  Уравнение Бюргерса.
7.  Уравнение Кортевега–де Фриза.

Актуальность рассмотренных в разделе II математи-
ческих моделей несомненна. Например, изучается ана-
литическое решение одномерной нелинейной задачи 
теории теплопроводности, которой присвоено имя И. 
Стефана, поставившего и решившего в 1889 г. задачу о 
фазовом переходе. Фазовый переход может быть связан 
с кристаллизацией жидкости при ее охлаждении. В этом 
случае задачу обычно называют задачей о промерзании, 
имея в виду, что процесс замерзания воды при ее охлаж-
дении относится к процессам такого класса. К такому 
роду задачам приходят при моделировании процессов 
зонной плавки, направленной кристаллизации, получе-
ния полупроводников с заданными свойствами.

Исследуя математическую модель процесса эволю-
ции биологического вида, А.Н. Колмогоров, И.Г. Петров-
ский и Н.С. Пискунов в работе [15] показали, что задача 
вытеснения одного биологического вида другим доми-
нантным видом на некоторой территории может быть 
сведена к решению нелинейного параболического урав-
нения с нелинейным младшим членом (уравнение Кол-
могорова–Петровского–Пискунова)

Волновые процессы являются эффективным сред-
ством передачи энергии и информации. Они широко 
используются в науке и технике. Поэтому исследование 
закономерностей распространения волн различной 
природы является важной и актуальной задачей. Наибо-
лее известным нелинейным уравнением волновых про-
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цессов является уравнение Кортевега – де Фриза

Приведем примеры задач, относящихся к разделу II.

1.  Опишите механизм «опрокидывания» волн в усло-

виях нелинейного конвективного переноса.

2.  Преобразуйте уравнение Кортевега - де Фриза к 

виду

3.  Покажите, что модифицированное уравнение 
Кортевега – де Фриза

имеет солитонное решение 

В качестве основных источников, послуживших осно-
вой данного курса, можно указать [16–18].
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