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Аннотация. В статье описаны признаки, по которым устанавливается сход-
ство динамических задач, относящихся к разным классам. Динамическими 
считаются те задачи комбинаторной оптимизации, в которых при их реше-
нии производится существующая информация, согласно которой осущест-
вляется оценка результата, а нахождение оптимального решения осущест-
вляется по этапам с вычислением частичных сумм целевой функции.

Основными признаками сходства для них является изменение результата 
решения во времени и для его текущего отсчета необходимость вычисле-
ния частичной целевой функции. Процесс их решения описывается ориен-
тированным ацикличным графом, а частичные значения целевой функции 
меняются по времени и исчисляются в соответствии с рекуррентными пра-
вилами. При нахождении их оптимальных значений выполняется принцип 
Беллмана.

Выявлены свойства подобия, характерные для задач данного класса и опре-
деляющие их универсальность, вследствие чего при их решении использу-
ется один и тот же метод. Для решения этих задач, как правило, используют 
динамическое программирование. Анализ и использование свойства подо-
бия в комбинаторной оптимизации дает возможность приводить нереша-
емые задачи к решаемым. Приведены примеры некоторых динамических 
задач комбинаторной оптимизации.
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Введение

Свойство сходства изучают в геометрии, но оно ха-
рактерно и для разнообразных физических явле-
ний. В комбинаторной оптимизации (далее — КО) 

также имеет место сходство, связанное с тем, что для ре-
шения задач разных классов используют универсальные 
методы и алгоритмы [1].

Для ее установления необходимо провести анализ 
задач КО различных классов, и выявить признаки, по ко-
торым они решаются по одной и той же вычислительной 
схеме [2].

В  комбинаторике и  КО можно привести много при-
меров, когда задачи из разных классов решаются по од-
ной и той же вычислительной схеме, например [3, 4]. Это 
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свойство в  литературе в  достаточной степени не  осве-
щено, хотя существующие универсальные методы ори-
ентированы на решение различных подобных задач [5].

В  работах [6, 7] приведены некоторые признаки, 
по  которым устанавливается сходство задач в  КО, что 
дает возможность разрабатывать универсальные мето-
ды и алгоритмы. Поэтому одной из проблем в теории КО 
является выявление критериев подобия с  целью обоб-
щения и использования для их решения универсальных 
подходов.

Результаты  
исследования

1. Общематематическая постановка задачи КО.

Задачи КО, как правило, бывают заданы на одном/не-
скольких множествах (А = {a1,…, an} и В ={b1,…, bm}), 
называемых базовыми [4].

Существует два вида базовых задач.

В  первом виде базовых задач каждое из  указанных 
множеств представим в  виде графа. Вершинами гра-
фа являются элементы множества, а  каждому из  ребер 
графа соответствует некое число dxy ∈ R (R - множество 
действительных чисел), называемое весом ребра; где  
x ∈ {1,…, n}, y ∈ {1,…, m}, n — число элементов А, m — 
число элементов В.

Пусть n = m. Тогда между элементами множеств 
А и В присутствуют связи, численные значения которых 
являются весами. Величины dxy ∈ R представляют собой 
входные данные задачи, задаваемые посредством ма-
триц.

Во втором виде базовых задач элементы заданного 
множества не  связаны между собой, а  веса выражены 
числами ki ∈ R, i ∈ {1,…, n}, которым соответствуют 
определенные свойства данных элементов, численные 
значения которых заданы посредством конечных по-
следовательностей, которые также представляют собой 
входные данные задачи.

В  указанных видах задач элементы одного/несколь-
ких базовых множеств формируют комбинаторное мно-
жество V, которое представляет собой набор комбина-
торных конфигураций конкретного типа.

На элементах v комбинаторного множества V вводит-
ся целевая функция F(v). Ставится задача обнаружить 
элемент v* комбинаторного множества V, при котором 
целевая функция достигает экстремума при заданных 
ограничениях.

В  соответствии со  способом вычисления F(v) опре-
делим задачи, в которых для конкретного варианта ре-
шения значение целевой функции вычисляется одно-
временно. Данные задачи являются статическими.

Задачи, в  процессе решения которых производится 
существующая информация, согласно которой осущест-
вляется оценка результата, а нахождение оптимального 
решения осуществляется по  этапам с  вычислением ча-
стичных сумм целевой функции, являются динамически-
ми.

При моделировании задач прикладного характера 
в пределах теории КО следует:

1. 1) установить тип задачи (статическая/динамиче-
ская);

2. 2) установить базовые множества, задающие кон-
кретную задачу;

3. 3) установить тип данной задачи согласно ее вход-
ным данным;

4. 4) установить комбинаторную конфигурацию (аргу-
мент целевой функции);

5. 5) создать модель целевой функции.

Комбинаторная конфигурация (КК) представляет со-
бой набор элементов любого типа, образуемый из всех/
некоторых элементов базового множества А = {a1,…, 
an} [6].

Обозначим КК упорядоченным множеством vl = 
(v1

l,…, vh
l),

где h ∈ {1,…, n} — количество элементов vl,
V = {vl}1

z — множество КК.

Верхний индекс l (l ∈ {1,…, z}) в vl представляет со-
бой порядковый номер vl в V, z — количество vl в V.

2. Признаки подобия динамических задач КО.

Основными признаками сходства для динамических 
задач являются изменение результата решения во  вре-
мени и для его текущего отсчета вычисления частичной 
целевой функции. Процесс их решения описывается 
ориентированным ацикличным графом, а  частичные 
значения целевой функции меняются по времени и ис-
числяются в соответствии с рекуррентными правилами.

При нахождении оптимального значения частичной 
целевой функции выполняется принцип Беллмана. Аргу-
ментом целевой функции в них являются выборки раз-
личных типов, а также разбиение n-элементного множе-
ства на  подмножества. Они, как правило, разрешаются 
одним и  тем  же методом — динамическим программи-
рованием.
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3. Примеры динамических задач КО.

К динамическим задачам относятся следующие задачи:
 ♦ задача Джонсона по теории расписаний,
 ♦ сегментация и распознавание речевых сигналов,
 ♦ задача классификации,
 ♦ задача сохранения окружающей среды и др.

Рассмотрим первые две из перечисленных задач.

Задача Джонсона по теории расписаний.

Наиболее простая задача в теории расписаний (зада-
ча Джонсона) может быть сформулирована так [2, 5].

Дано n деталей, каждой из которых предстоит после-
довательная обработка на m станках. На каждом из стан-
ков выполняется всего одна операция. Поставлена за-
дача составить расписание обработки деталей таким 
образом, чтобы минимизировать время, потраченное 
на операции по обработке деталей. При этом время об-
работки деталей не  должно превышать заранее задан-
ную величину T.

В указанной задаче между элементами двух заданных 
множеств (A  и B) существует зависимость, численные 
значения которой назовем весами.

Представим эти веса в виде несимметричной матри-
цы C размерностью m х n, где величина csl — значение 
времени, необходимое для обработки l-й детали s-м 
станком.

Время, которое может быть потрачено на  последо-
вательную обработку всех деталей (n элементов множе-
ства A) при любом исходе, не превышающем условлен-
ную величину T, неизвестно. В связи с этим, на первом 
этапе решения для выборки из n элементов al ∈ A по n 
определяем перестановку с  минимальным значением 
целевой функции, не превышающем T.

Если полученное решение не соответствует данному 
условию, то задача решается для выборки из n элемен-
тов al ∈ A по h. Из чего следует, что в данной задаче аргу-
мент целевой функции представляет собой размещение 
без повторений, получаемое посредством определения 
сопряжения из n элементов по h, для которого осущест-
вляется h! перестановок, h ∈ {1,…, n}.

Для i-го сопряжения введем комбинаторную матри-
цу Q(μi) размерностью m x h, включающую столбцы 
матрицы C, номера которых соответствуют номерам 
элементов множества A, образующих сопряжение без 
повторений μi ∈ M, i ∈ {1,…,2n — 1}, где М — множество 
сочетаний.

Из фиксированной матрицы Q(μi*) образуем h! ком-
бинаторных матриц Q’ (μi*, ωk), зависящих от переста-
новки ωk = (ω1

k,., ωh
k) ∈ Ω, k ∈ {1,…, h!}, h ∈ {1,…, n}, Ω — 

множественное число перестановок.

Целевая функция в задаче планирования по теории 
расписаний получит вид

 (1)

где

 —

постоянная величина для любой из  h! перестановок, 
которая определяет заданное в условии время, потрачен-
ное на обработку деталей. Она не зависит от перестанов-
ки, а меняется в зависимости от варианта сопряжения μi;

общее время простоя станков — переменная величи-
на, зависящая и от варианта сочетания μi, и от переста-
новки ωk = (ω1

k,., ωη
k).

По формуле (1) можно определить суммарное значе-
ние целевой функции.

Задача Джонсона заключается в  нахождении таких 
μi*и ωk*, для которых значение F(μi*; ωk*) было бы ми-
нимальным и F(μi*; ωk*) < T.

Процесс решения задачи описывается ориентиро-
ванным ацикличным графом, а частные значения целе-
вой функции меняются по времени и исчисляются в со-
ответствии с рекуррентными правилами.

При вычислении частичной целевой функции для нее 
выполняется принцип Беллмана.

Задача распознавания речи и задача сегмента-
ции речевого сигнала.

Задача сегментации речевых сигналов заключается 
в выделении на заданном отрезке входного сигнала поч-
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ти периодических и непериодических участков, а в поч-
ти периодических определяются длины текущего пери-
ода почти [8].

Распознавание речи представляет собой процесс 
автоматической обработки речевого сигнала для опре-
деления, передаваемой данным сигналом последова-
тельности слов, и состоит в определении для речевого 
сигнала наиболее близкого эталонного сигнала из всех 
возможных [9].

Речь человека передает речевой сигнал, в  котором 
наблюдаются участки почти периодические, которые 
моделируют гласные и согласные звуки, и непериодиче-
ские (шумы) [10].

Представим речевой сигнал в виде дискретной функ-
цией f(j) |m

1, где m — количество ее значений (отсчетов 
сигнала), и осуществим его разделение на почти перио-
дические и непериодические участки, а в почти перио-
дических определим длины текущего «почти» периода.

Отрезок исследуемого сигнала разобьем на участки 
длиной

L ∈ {Lmin, Lmin + Δ, Lmin + 2Δ,…, Lmax}

где Lmin — минимально возможная длина «почти» пе-
риода,

Lmax — максимально возможная длина «почти» пери-
ода,

Δ — значения прироста почти периода (определяет-
ся экспериментально).

За  эталонный сигнал примем предыдущий участок. 
При распознавании речи для входного сигнала находит-
ся в библиотеке подобный эталонный сигнал.

Поскольку задача сегментации речевого сигнала 
и  распознавания речи — динамические, то  их решают 
динамическим программированием с  использованием 
корреляции функции f(j) |m

1.

Эти задачи описываются ориентированным ациклич-
ным графом, частные значение целевой функции в ней 
изменяются во  времени и  исчисляются в  соответствии 
с рекуррентными правилами.

При нахождении оптимального значения частичной 
целевой функции выполняется принцип Беллмана.

Заключение

КО можно привести много примеров, когда задачи 
из разных классов решаются по одной и той же вычисли-
тельной схеме. Это связано с тем, что указанным задачам 
присуще сходство, благодаря которому они решаются 
одним методом или модификацией одного и того же ал-
горитма.

Данное сходство отличается от  геометрического 
и  описано в  теории подобия. Для его установления 
проводится анализ задач различных классов с  целью 
выявления общих признаков (критериев), согласно 
которым определяется их сходство, что позволяет раз-
рабатывать одинаковые методы и  алгоритмы для их 
решения.

Задачи КО, как правило, сходны по  аргументу целе-
вой функции, а задачи по комбинаторике — по способу 
образования и упорядочения комбинаторных конфигу-
раций, благодаря чему их множества генерируются од-
ним и тем же алгоритмом или его модификацией.

Основными признаками сходства для динамиче-
ских задач КО является изменение результата решения 
во  времени и  вычисление для него частной целевой 
функции.

Процесс их решения описывается ориентированным 
ацикличным графом, а  частичные значения целевой 
функции меняются по  времени и  исчисляются в  соот-
ветствии с рекуррентными правилами. При нахождении 
оптимального значения частичной целевой функции вы-
полняется принцип Беллмана.
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