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В
ведение. Современный уровень развития 
производственных отношений требует 
постоянного повышения качества выпус-

каемой продукции и улучшения оказываемых услуг, 
что невозможно без совершенствования процесса 
производства. Этому способствует существующая 
материальная база информационной, преобразова-
тельной и исполнительной техник, которая созда-
ет все предпосылки для разного рода модерниза-
ций и позволяет не только реализовать известные 
принципы и законы управления, но и внедрять 
принципиально новые алгоритмы управления ис-
полнительными устройствами, отдельными техно-
логическими процессами и производством в целом 
с целью улучшения их технико-экономических 
характеристик.

Таким образом возникает задача, связанная с раз-
работкой и исследованием новых систем управления. 
Одним из подходов к решению этой задачи является 
использование нелинейных алгоритмов управления, 

которое базируется на реализации скользящих режи-
мов первого [1] и более высоких порядков [2].

Анализу свойств и характеристик систем, рабо-
тающих в скользящем режиме, посвящено достаточно 
большое количество публикаций. Эти публикации ба-
зируются на рассмотрении движения системы в n-мер-
ном фазовом пространстве, которое для наглядности 
разбивается априори выбранными фазовыми плос-
костями [3]. Очевидно, что выбор секущей фазовой 
плоскости для многомерного объекта является сугубо 
субъективным и может привести к потере информа-
ции о системе. Еще больший элемент субъективизма 
вносит метод функций Ляпунова [4], использование 
которого для нелинейных систем вообще-то является 
нетривиальной задачей, связанной с рассмотрением 
неквадратичных функций Ляпунова [2]. Последние 
являются математической абстракцией и не отражают 
физику процессов преобразования энергии в рассмат-
риваемой системе, что затрудняет интерпретацию по-
лученных результатов.
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Известно, что о свойствах линейных систем уп-
равления достаточно полное представление можно 
получить путем изучения их частотных характерис-
тик [3]. Для нелинейных систем изучение частотных 
характеристик затруднено невозможностью исполь-
зовать принцип суперпозиций и отсутствием анали-
тического описания частотной передаточной фун-
кции нелинейной системы, попытка линеаризации 
которой приводит к потере информации о свойствах 
системы.

Поэтому исследования, посвященные изучению 
свойств систем управления динамическими объекта-
ми, в которых возникают скользящие режимы являют-
ся актуальными.

Постановка задач исследования. Целью на-
стоящего исследования является разработка метода 
определения частотных характеристик нелинейной 
динамической системы на основании уравнений ее 
движения.

Материалы исследования

1. Математические основы
Рассмотрим динамический объект, движение ко-

торого описывается системой нелинейных дифферен-
циальных уравнений

                 (1)

Необходимо отметить, что в самом общем слу-
чае система (1) может описывать движение не толь-
ко объекта управления, но и всей замкнутой системы 
в целом, поэтому в последнем уравнении  следует 
рассматривать как задающее воздействие.

Будем считать, что функции 
 непрерывны и диффе-

ренцируемы по всем аргументам во всей области оп-
ределения и выходом объекта (1) является переменна 

. Тогда предлагаемая методика определяет значения 
частотной передаточной функции

                (2)

Для нахождения значений передаточной функ-
ции (2) выполним в уравнениях (1) замену оператора 
Лапласа  на оператор Фурье 

             (3)

и введем новые функции , под-
чиняющиеся соотношению

     (4)

Тогда с учетом выражения (4) уравнения (3) мож-
но представить в виде

               (5)

Выделим из системы (5) первые  уравнения и 
представим их в матричной форме

                             (6)

где 

 (7)

Решим уравнение (6) и определим координаты 
движения объекта (1)  через выходную 
координату .

В силу своей существенной нелинейности мат-
ричное уравнение (6) может быть решено только чис-
ленно. Для его решения будем использовать метод 
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Ньютона, хотя его использование не является обяза-
тельным и могут использоваться любые методы реше-
ния нелинейных уравнений, оперирующие с комплек-
сными числами.

В соответствии с [5] решение уравнения следует 
искать в виде следующей итерационной зависимости

                 (8)

где вектор приращений 

                             (9)

определяется в результате решения матричного 
уравнения вида

        (10)

здесь  – якобиан вектор-функции 
, который определяется следующим образом

 (11)

причем 

                  (12)

Решение матричного уравнения (10) относитель-
но вектора приращений  позволяет получить 
следующее соотношение 

         (13)

Подставив выражение (13) в зависимость (8), 
получим

   (14)

Вычисление вектора  заканчивается, ког-
да выполняется условие

                  (15)

или

           (16)

Изменение значений координаты возмущенного 
движения  на отрезке [-1,1] позволяет представить 
компоненты вектора  следующими зависимостями

                (17)

Подставив в последнее уравнение системы (5) 
вместо координат возмущенного движения их значе-
ния (17) и разделив его на , получим аналог часто-
тного характеристического уравнения для нелиней-
ной системы

 (18)

которое после преобразований может быть пред-
ставлено следующим образом

     (19)

или

                      (20)

где 

(21)

Решение уравнения (19) будем искать в виде

  (22)
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Результат, аналогичный описываемому выраже-
нием (22), может быть получен непосредственно пу-
тем решения всей системы (5). Однако предложенный 
подход, приводящий к получению частотного характе-
ристического уравнения (19), позволяет в дальнейшем 
использовать методы исследования устойчивости сис-
темы, базирующиеся на анализе этого уравнения [6].

Использование итерационной зависимости (22) 
позволяет определить координату  как функцию час-
тоты и задающего воздействия, т.е.

                          (23)

В свою очередь, подстановка выражения (23) в 
уравнение (20) позволяет привести его к виду

                          (24)

и исследовать частотное характеристическое 
уравнение нелинейной системы.

Кроме этого, выражение (23) позволяет записать 
частотную передаточную функцию (2) следующим 
образом

                (25)

на основании которой могут быть получены необ-
ходимые частотные характеристики.

Рассмотрим использование предложенной мето-
дики на примерах.

2. Примеры
2.1 Линейная динамическая система первого 

порядка
Очевидно, что линейные объекты являются час-

тным случаев нелинейных, поэтому для подтвержде-
ния корректности предлагаемого метода рассмотрим 
его использование для анализа линейных систем.

Будем рассматривать динамический объект, дви-
жение которого описывается уравнением

                     (26)

и осуществляется под действием управляющего 
воздействия

                      (27)

где  - желаемое значение координаты .
Подставив управление (27) в уравнение (26), 

получим

            (28)

или 

          (29)

Заменив в уравнении (29) оператор Лапласа на 
оператор Фурье, получим следующую зависимость

        (30)

Тогда

    (29)

и

            (30)

Подставив выражения (29) и (30) в зависимость 
(22), получим

        (31)

или после почленного деления знаменателя на 
числитель

           (32)

После деления левой и правой части выражения 
(32) на , оно может быть представлено следующим 
образом
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                 (33)

или

                 (34)

Анализ зависимости (34) показывает, что она 
представляет собой частотную передаточную функ-
цию апериодического звена, охваченного отрицатель-
ной обратной связью. Эта же зависимость может быть 
получена путем отображения передаточной функции 
замкнутой системы, которая описывается уравнения-
ми (26) и (27), в частотной области.

Таким образом, корректность предложенного 
подхода доказана. Перейдем к исследованию замкну-
тых систем.

2.2 Динамическая система первого порядка с од-
ной нелинейностью

Пусть исследуемый система описывается 
уравнениями

           (35)

т.е. представляет собой апериодическое звено, ох-
ваченное иррациональной обратной связью [7].

Систему (35) можно представить в виде нелиней-
ного дифференциального уравнения

    (36)

Необходимо отметить, что использование матрич-
ного исчисления для уравнения (36) нецелесообразно, 
поэтому все выкладки будем выполнять в развернутой 
форме.

Выполнив в уравнении (35) замену оператора 
Лапласа на оператор Фурье получим

   (37)

или

 (38)

Введем следующее обозначение

             (39)

и определим производную

       (40)

где  - единичная импульсная 
функция.

Тогда в соответствии с выражением (22) коорди-
ната  может быть найдена с помощью итерационной 
процедуры

(41)

Вычисления в соответствии с выражением (41) 
заканчиваются при соблюдении условия (15), которое 
для рассматриваемого объекта трансформируется сле-
дующим образом

                  (42)

Найденная таким образом выходная координат  
позволяет построить частотную передаточную функ-
цию замкнутой нелинейной системы (35) в соответс-
твии с выражением (25).
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                                                  (43)

или

                                   (44)

2.3 Динамическая система второго порядка с 
двумя нелинейностями

Рассмотрим замкнутую систему, которая описы-
вается следующими уравнениями

Выразим из первого уравнения системы (44) ко-
ординату 

                                                                               (45)

и подставим ее во второе уравнение

                          (46)

Выполнив в уравнении (46) замену , по-
лучим частотное характеристическое уравнение нели-
нейной системы (44)

  (47)

или

 (48)

Для левой части уравнения (48) введем обозначение
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                               (49)

Дифференцируя функцию (49) по , получим

                  (50)

Для рассматриваемого объекта значение выход-
ной координаты  может быть получено из зависи-
мости (22) после подстановки в него выражений (49) 
и (50). При известных значениях  и  определение 
частотной передаточной функции осуществляется в 
соответствии с формулой (2).

Выводы. Анализ приведенных выкладок по-
казывает, что любые частотные характеристики не-
линейной системы могут быть определены на ос-

новании уравнений ее движения без составления 
аналитического выражения частотной передаточной 
функции. Предложенный метод позволяет опреде-
лить частотное характеристическое уравнение нели-
нейной системы, а затем изучать ее частотные харак-
теристики, распространяя таким образом известные 
частотные методы исследования линейных систем на 
область нелинейных систем с дифференцируемыми 
нелинейностями.
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