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Аннотация. Исследуются свойства достижимости и наблюдаемости, канони-
ческие формы и инварианты билинейных управляемых систем, а также —  
нуль-формы в  пространстве двумерных билинейных систем с  одномер-
ными входами и  выходами при преобразованиях подобия, т. е. действии 
на  пространство систем группы GLn, определяемое заменой координат 
в пространстве состояний системы.
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Пространства и канонические  
формы билинейных систем

Билинейной управляемой системой с m входами 
называется набор B = 0, , ),( mV A A… , где V — ко-
нечномерное векторное пространство (над полем 

комплексных чисел C или вещественных чисел R) состо-
яний системы и  0 , , mA A…  — линейные эндоморфизмы 
пространства V. Функционирование такой системы в не-
прерывном времени описывается дифференциальным 
уравнением
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Входное воздействие (или управление) системы есть 
набор 1( ( )( ) , , ( ))mu t u ut t= … . Предположим, что веще-
ственные функции ui(t) кусочно непрерывны на отрезке 
[0, T], T > 0. Тогда для любого x0 из V и u(t) с указанны-
ми координатами существует единственное решение 
уравнения (1), определенное при всех t T≤ ≤  и удов-
летворяющее начальному условию. 0(0)x x= . Пусть 

0( , , ) = ( )B u t x x tπ  в  соответствии с  обозначениями [1]. 
Тогда для системы B при фиксированных u(t) и t опреде-
лено линейное невырожденное отображение

0 0( , , ) :  ,  ( , , ) :  ( , , ) .B u t V V B u t x B u t xπ π π→ 

Линейное подпространство W V⊂  называется B-ин-
вариантным, если выполнено одно из двух эквивалент-
ных условий:

(i) для любого w из  W, любого входного воздей-
ствия u(t) и  любого t из  [0, T] выполняется включение 

( , , )B u t w Wπ ∈ ;

(ii) пространство W инвариантно относительно ли-
нейных отображений 0 ,..., .mA A

Действительно, пусть выполнено условие (i). Рассмо-
трим входные воздействия u+,i и u–,i, где , ,,  i i

j ij j iju uδ δ+ −= = −
, здесь ijδ  — символ Кронекера. Тогда при 0x w W= ∈  ре-
шения уравнения (1) имеют следующий вид:

,
0( , , ) exp(( ) ) ,i

iB u t A A t wπ ± = ±

в  силу чего 0exp(( ) )iA A t w W± ∈ . Дифференцируя по  t 
в точке t=0, получаем включение 0( ) .iA A w W± ∈  Следо-
вательно, 0A w W∈  и  iA w W∈  для всех 1 .i m≤ ≤  То, что 
из (ii) следует (i), очевидно.

Пусть 0( , ,..., )mB V A A=  и  0( , ,..., )mB V A A′ ′ ′ ′=  — две 
билинейные системы с m входами. Тогда морфизмом си-
стемы B в систему ′  называется линейное отображение 

:F V V ′→ , для которого i iFA A F′=  для всех 0 .i m≤ ≤  
Морфизм F билинейных систем называется изоморфиз-
мом, если F обратимо. Очевидно, если :F V V ′→  — 
морфизм, то выполняется равенство

( ( , , ) ) ( , , ) ( )F B u t x B u t F xπ π ′=

при всех u, t и x. Обратное также верно. Очевидно, 
если :F B B′→  — морфизм, то ker F V⊂  и  Im F V ′⊂  — 
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инвариантные подпространства в V и в V ′  соответствен-
но.

Билинейной системой с m входами и p выхода-
ми называется набор 0 1( , ,..., , ,..., )m pB V A A λ λ= , где 

0( , ,..., )mB V A A=  — билинейная система с  m входами, 
а  1,..., pλ λ  — линейные функционалы на  пространстве 
V. При заданном входном воздействии u(t) и начальном 
состоянии x выходной сигнал 1( ) ( ( ),..., ( ))py t y t y t=  си-
стемы B вычисляется по формуле

( ) , ( , , ) .i iy t B u t xλ π=

Очевидно, при заданных B, u(t) и t отображение

( , , ) :  ,   ( , , ) :  ( )pB u t B R B u t x y tσ σ→ →

является линейным. Пусть Ω  обозначает простран-
ство входных функций (с кусочно-непрерывными коор-
динатами), а  через Г-пространство дифференцируемых 
функций, определенных на  [0, T], со  значениями в  Rp. 
Тогда система B для каждого начального состояния x 
определяет отображение вход-выход ,IO :B x Ω→Γ .

Пусть 0 1( , ,..., , ,..., )m pB V A A λ λ=
и  0 1( , ,..., , ,..., )m pB V A A λ λ′ ′ ′ ′ ′ ′=  — две билинейные си-

стемы с p выходами. Их морфизмом :F B B′→  называ-
ется линейное отображение :F V V ′→  удовлетворяю-
щее равенствам

,  ,  0, , ; 1, , .i i j jA F FA F i m j pλ λ′ ′= = = … = …

Отметим, что множество морфизмов двух билиней-
ных систем без выходных сигналов образует линейное 
пространство, а множество морфизмов двух билинейных 
систем с  выходами образует аффинное пространство, 
т. е. если F и G — морфизмы из B в B’, а α — некоторое 
число, то  отображение (1 )F Gα α+ −  также являет-
ся морфизмом. Заметим также, что если :F B B′→  — 
морфизм, то  для любого x V∈  выполняется равенство 

', ( ) ,B F x B xIO IO= . Состояния x и  x′  системы B называются 
неразличимыми, если , ,B x B xIO IO ′= . Система B называет-
ся наблюдаемой, если любые два различных состояния x 
и x’ различимы, т. е. если , ,B x B xIO IO ′≠ . Ненаблюдаемым 
ядром системы B, обозначаемым через UB, называется 
множество состояний, неразличимых с нулем в V. Из ли-
нейности отображений ( , , )B u tσ  следует, что UB — линей-
ное подпространство в V и что x и x’ неразличимы тогда 
и только тогда, когда Bx x U′− ∈ . Следовательно, система 
В наблюдаема тогда и только тогда, когда 0BU = . Спра-
ведливы также следующие результаты [1].

Предложение 1. Пусть 0 1( , , , , , , )m pB V A A λ λ= … …  — 
билинейная система. Тогда: (i) ненаблюдаемое ядро UB 
является инвариантным подпространством в  V; кроме 

того, UB — наибольшее инвариантное подпространство 
в V, на котором все функционалы iλ  обращаются в нуль; 
(ii) следующие утверждения эквивалентны:

а) система В наблюдаема;
b) 0BU = ;

c) для каждой билинейной системы B’ с m входами 
и p выходами существует самое большее один морфизм

:F B B′→ ;

d) каждый морфизм из B в любую билинейную систе-
му с m входами и p выходами инъективен.

Предложение 2. Пусть B и B’ — две билинейные си-
стемы с m входами и p выходами и одинаковыми отобра-
жениями вход-выход, и пусть, кроме того, B наблюдаема. 
Тогда существует единственный морфизм B B′→ .

Следствие. Две наблюдаемые системы B и  B’ с  m 
входами и  p выходами и  с  одинаковым соответствием 
вход-выход изоморфны.

В теории линейных систем существует состояние, при 
выборе которого в качестве начального состояния поч-
ти все представляющие интерес в  теории реализации 
отображения становятся линейными, а  именно нуле-
вое состояние. Наоборот, в  теории билинейных систем 
нулевое начальное состояние абсолютно неинтересно, 
поскольку все отображения (и  траектории) становятся 
нулевыми. Поэтому в билинейной системе нельзя выде-
лить какое-либо «хорошее» состояние на  роль началь-
ного состояния.

Пусть 1
0 0 0( , , , , , , )k

mB V A A v v= … …
 и  1

0 0 0( , , , , , , )k
mB V A A v v= … … 

   — две билинейные систе-
мы с k фиксированными начальными состояниями. Тогда 
морфизмом :F B B→   называется такое линейное ото-
бражение, что 0 0,  0 ,  ( ) ,  1 .j j

i iA F FA i m F v v j k= ≤ ≤ = ≤ ≤



Предложение 3. Пусть B — билинейная система с m 
входами и k начальными состояниями. Тогда следующие 
условия эквиваленты:

(a) B — достижимая система;
(b) для каждой билинейной системы B’ с m входами 

и k начальными состояниями существует самое большее 
один морфизм :F B B′→ ;

(c) каждый морфизм из B’ в B сюръективен.

Пусть 0 0 1( , , , , , , , )m pB V A A v λ λ= … …  — билинейная 
система с m входами, p выходами и начальным состояни-
ем, т. е. здесь. Отображением вход-выход BIO  системы B 
называется отображение

0,B vIO . Отметим, что для такой 
системы B можно ввести понятие достижимой оболочки 
и,  следовательно, достижимости, поскольку в  этой си-
стеме фиксировано начальное состояние.
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Предложение 4. Если две достижимые и наблюдае-
мые билинейные системы 0 0 1( , , , , , , , )m pB V A A v λ λ= … …  
и  0 0 1( , , , , , , , )m pB V A A v λ λ= … …    

  имеют одинаковые ото-
бражения вход-выход, т. е. B BIO IO=



, то системы B и  B  
изоморфны.

Это аналог теоремы единственности минимальной 
реализации для линейных систем.

Остановимся на  результатах статьи [1] о  канониче-
ских формах билинейных систем. Подчеркнем, что все 
пространства, преобразования и системы определены 
над полем вещественных чисел R и  рассматривается 
обычная вещественная топология. Обозначения сле-
дуют статье [1]. Будем рассматривать билинейные си-
стемы с пространством состояний Rn, элементы из Rn 
записываем в  виде столбцов, а  линейные функциона-
лы — в  виде строк. Тогда билинейная система задает-
ся 1m +  квадратными n n×  матрицами 0 , , mA A… . Пусть 
множество всех таких наборов матриц обозначено че-
рез ( , )Bin n m . Для определения системы с k начальны-
ми состояниями надо задать еще k столбцов 1

0 0,..., kx x .  
Соответственно, задав p строк, получим систему с  p 
выходами. Пусть символы ( , ) ,kBin n m  ( , ) pBin n m ,  

( , )  k
pBin n m  обозначают соответственно множества 

всех билинейных систем с  k начальными состояния-
ми, с  p выходами, а  также с  k начальными состояния-
ми и  с  p выходами. Очевидно, все они являются век-
торными пространствами размерностей 2 ( 1)n m + , 

2 ( 1)n m nk+ + , 2 2( 1) , ( 1) ( )n m np n m n k p+ + + + +  соот-
ветственно.Пусть ( , )kRBin n m  — множество всех до-
стижимых систем ( , )kB Bin n m∈ , ( , ) pOBin n m  — мно-
жество всех наблюдаемых систем ( , ) pB Bin n m∈ , а 

( , )k
pROBin n m  — множество всех достижимых и наблю-

даемых систем ( , )k
pB Bin n m∈ . Пусть 1( ,..., )sI i i=  — про-

извольная последовательность индексов, где 0 ji m≤ ≤
, и AI обозначает произведение 

1
...

si iA A⋅ ⋅ . Как извест-
но, система 1

0 0 0( ,..., , ,..., )k
mB A A x x=  достижима тог-

да и  только тогда, когда векторы вида 0
j

IA x  (при всех 
I и j) порождают пространство Rn. Из этого следует, что 

( , )kRBin n m  — открытое подмножество в  ( , )kBin n m . 
Нетрудно проверить, что ( , ) pOBin n m  и  ( , )k

pROBin n m  
также являются открытыми подмножествами в  про-
странствах ( , ) pBin n m  и  ( , )k

pBin n m  соответствен-
но. В  терминах матриц две билинейные системы 

1
0 0 0( ,..., , ,..., )k

mB A A x x=  и  1
0 0 0( ,..., , ,..., )k

mB A A x x=  

   изо-
морфны (или эквивалентны), если 1

i iMA M A− =  , 0 i m≤ ≤ ,  
0 0
j jMx x=  , 1 j k≤ ≤  для некоторой невырожденной 

n n×  матрицы M. Очевидно, это задает действие 
группы nGL  на все введенные выше пространства и их 
открытые подмножества.

Предложение 5. Пусть , ( , )kB B RBin n m∈  эквива-
лентны. Тогда существует только одна матрица M, такая, 
что :M B B→   изоморфизм.

Доказательство. Пусть :N B B→   — еще один изо-
морфизм. Тогда 0

jNx =  0 0
j jx Mx= . Кроме того, i iNA A N=   

для всех  (0 )i i m≤ ≤ . Поэтому для всех мультииндексов 
I выполнены равенства I INA A N=  . Следовательно,

0 0 0 0
j j j j

I I I INA x A Nx A Mx MA x= = = 

для всех I и j. Но векторы 0
j

IA x  порождают
nR , поэ-

тому N=M.

Дадим определение канонической формы, напри-

мер, для систем из  ( , )kRBin n m . Для других случаев фор-
мулировка аналогична.

Определение. Канонической формой для систем из 
( , )kRBin n m  называется отображение

: ( , ) ( , )k kF RBin n m RBin n m→

такое что, для любой системы ( , )kB RBin n m∈  систе-
ма ( )F B  эквивалентна системе B; если системы 1B  и  2B  
из  ( , )kRBin n m  эквивалентны, то  1 2( () )F B F B= .

В  [1] доказана теорема о  непрерывных канониче-
ских формах вещественных достижимых билинейных 
систем, аналогичная теоремам Калмана — Хазевинкеля 
и  Бирнса — Харта [2, 3] о  канонических формах дости-
жимых линейных систем над произвольным алгебраиче-
ским замкнутым полем.

Теорема. Для 2n ≥  непрерывна каноническая фор-
ма для систем из множества ( , )kRBin n m  не существует.

Дадим краткий набросок доказательства, следуя 
работе [1]. Прежде всего, заметим, что определенные 
выше действия являются аналитическими. Рассмотрим 
действия

( , ) ( , ) ,

( , ) ( , )

k k
n

k k
n

GL Bin n m Bin n m

GL RBin n m RBin n m

× →

× →   (1.2)

Из предложения 5 следует, что действие (1.2) являет-
ся точным: то есть для систем ( , )kB RBin n m∈  равенство 
MB=B выполняется только для единичной матрицы M, 
т. е. стабилизатор любой точки из  ( , )kRBin n m  тривиален. 
Следующий результат существен для построения фак-
тор-многообразия.

Лемма. Отношение эквивалентности, определяемое 
действием (1.2), замкнуто: если { }sB  и { }sB  — две после-
довательности из  ( , )kRBin n m , причем sB  и  sB  изомор-
фны для каждого s, и  ,  s sB B B B∞ ∞→ →    при s →∞ , где 

,  ( , )kB B RBin n m∞ ∞ ∈ , то системы B∞  и  B∞
  принадлежат 

одной орбите, то есть изоморфны.
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Простое доказательство этой леммы имеется в [1].

Из замкнутости отношения эквивалентности и точно-
сти действия (1.2) вытекает, что множество ( , )kER n m  ор-
бит этого действия можно наделить структурой анали-
тического многообразия, причем так, что каноническая 
проекция

: ( , ) ( , )k kRBin n m ER n mπ →

будет субмерсией (т. е. π  имеет в каждой точке мак-
симальный ранг) и  ( , )kRBin n m  окажется главным рас-
слоением над ( , )kER n m  со  структурной группой GLn. 
Тогда существование непрерывной канонической фор-
мы F эквивалентно существованию непрерывного се-
чения этого расслоения, т. е. его тривиальности. В  дей-
ствительности, построенное расслоение оказывается 
нетривиальным (см. доказательство в  [1]), что и  приво-
дит к утверждению теоремы.

Таблица

A0 A1 x λ Примечание

0 0 0 0
Орбита замкнута, раз-
мерность 0

0 0
1
0

x  =  
 

0
Орбита незамкнута, 
размерность 2

0 0 0 (0,1)λ = Орбита незамкнута, 
размерность 2

0 0
1
0

x  =  
 

(0,1)λ = Орбита незамкнута, 
размерность 3

0 0
1 0
 
 
 

0 0 0
Орбита незамкнута, 
размерность 2

0
0 0
1 0
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0
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размерность 4
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0 0 (0,1)λ = Орбита незамкнута, 
размерность 4
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размерность 3
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0
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(0,1)λ = Орбита незамкнута, 
размерность 3

0 ,  0
0 0

a a  ≠ 
 

0 ,  0
0 0

b b  ≠ 
 

1
0

x  =  
 

(0,1)λ = Орбита незамкнута, 
размерность 3
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Инварианты и нуль-формы  
билинейных систем

Рассмотрим пространство ( , )k
pBin n m  билинейных 

систем с k начальными стояниями и  с p выходами. Нас 
будут интересовать полиномиальные инварианты таких 
систем относительно действия подобия. Билинейную 
управляемую систему ( , )k

pB Bin n m∈  можно рассма-
тривать как набор из  1m +  квадратных n n×  матриц 

,  0iA i m≤ ≤ , векторов 1 kx … x, ,  размерности n, и  p ко-
векторов 1 p…λ λ, ,  размерности n. Тогда рассматрива-
емое действие группы GLn на  систему есть в  точности 
действие GLn на  указанный набор (матрицы, векторы, 
ковекторы), индуцированное преобразованием базисов 
в n-мерном пространстве состояний

1 1 1 1
0 1 1 1 1( ..., , ) ( ,..., ),m k p i m k pT A A x … x … TAT TA T Tx … Tx T … Tλ λ λ λ− − − −, , , ; , , = ; , , ; , ,

1 1 1 1
0 1 1 1 1( ..., , ) ( ,..., ),m k p i m k pT A A x … x … TAT TA T Tx … Tx T … Tλ λ λ λ− − − −, , , ; , , = ; , , ; , ,

где nT GL∈ . Следовательно, задача свелась к  нахо-
ждению базиса совместных инвариантов набора 1m +  
квадратных n n×  матриц и семейств k векторов и p ко-
векторов размерности n. Основываясь на  результатах 
статьи [4], где рассматривалось аналогичное действие 
специальной линейной группы SLn на то же самое про-
странство и  был предъявлен базис соответствующей 

алгебры инвариантов 1m k pT + , , , можно найти элементы, 
порождающие алгебру 1m k pA + , ,  полиномиальных инвари-
антов билинейных систем. Дальше рассматриваем слу-
чай, когда 2,  1,  1n m k p= = = = , то  есть пространство 

1 1
1 1(2,1) ,  dim (2,1) 12Bin Bin = , соответственно — инва-

рианты из  алгебры 2 11A , , . Так как стабилизатор общей 
системы состоит только из единичной матрицы, то раз-
мерность общей орбиты равна 4 (размерность группы 

2GL ). Размерность алгебраического фактора будет тогда  
12 – 4 = 8. Пусть 1

0 1 1( , , , ) (2,1)B A A x Binλ= ∈ . В этом слу-
чае образующими для алгебры 2 11A , ,  будут, по  крайней 
мере, следующие элементы:

0 0 1 1 0 1 0

1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1

,  det ,  ,  det ,  ( ),  ,  ,
,  ,  ,  ,  

TrA A TrA A Tr A A x A x
A x A A x A A x A A A x A A A x

λ λ
λ λ λ λ λ .

Нуль-формы — это системы 0 1( , , , )B A A x λ= , для 
которых эти инварианты равны нулю. Понятие нуль-фор-
мы (точки нуль-слоя отображения факторизации), кото-
рое впервые ввел Д. Гильберт, является важным эле-
ментом в решении проблем классификации [5]. Так как 

0 0detTrA A=  0 1 1det =det 0A TrA A= = = , то  матрицы 0A  
и 1A  нильпотентны. Составим часть таблицы примеров 
простейших нуль-форм, в каждой строке которой будет 
содержаться представитель ровно одной орбиты били-
нейных систем для группы GLn.
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