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Аннотация. Рассмотрено влияние рассогласования парциальных частот 
на  собственные частоты роторного гироскопа на  основе математической 
модели гироскопа, как механической системы с двумя степенями свободы, 
состоящей из  двух колебательных подсистем, связанных между собой ги-
роскопическими силами. Построена математическая модель зависимости 
амплитудно-частотных характеристик чувствительного элемента роторного 
микромеханического гироскопа от допусков на значения парциальных ча-
стот колебаний в первичном (канале возбуждения) и вторичном (измери-
тельном) каналах. Расстройка парциальных частот приводит к нарушению 
резонансной настройки этих частот с частотой возбуждения, что напрямую 
влияет на точность прибора. Выполненный анализ амплитудно-частотных 
характеристик вторичных колебаний чувствительного элемента микроме-
ханического гироскопа в зависимости от величины допусков на парциаль-
ные частоты позволяют уже на этапе проектирования гироскопа выставить 
обоснованные требования к допускам на геометрические параметры датчи-
ка, определяющих значения его парциальных частот.

Ключевые слова: роторный микромеханический гироскоп, амплитудно-ча-
стотная характеристика, допуска, парциальные частоты, резонанс, рассо-
гласование частот.

Введение

Микромеханические гироскопы (ММГ) остаются 
на сегодня одними из перспективных датчиков 
инерциальной информации. Супермалые масса 

и габариты (доли грамм и единицы миллиметров), энер-
гопотребление (доли ватт) и стоимость (десятки долла-
ров) этих датчиков предопределили их использование 
в  различных областях, таких как навигация и  системы 
контроля и управления автомобилей; стабилизация по-
ложения и  движения оптических устройств (биноклей, 
телескопов, видеокамер, прицелов), робототехника, 
устройства персональной навигации и дополненной ре-
альности, медицинская техника. Тем не менее, на сегод-

ня низкая точность ММГ остается основным недостат-
ком этих устройств.

В  России получила распространение конструктив-
ная схема роторного ММГ, общий вид которой показан 
на рис. 1. Роторый ММГ (РММГ) разрабатывается и про-
изводится, например, в ЦНИИ Электроприбор (С.- Петер-
бург) [1,2].

Одним из факторов, влияющих на точность РММГ, 
является совпадение парциальных частот и  частота 
возбуждения первичных колебаний инерционной 
массы ММГ. Под парциальными частотами в  данном 
случае будем понимать следующее. Если рассма-
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тривать математическую модель РММГ как дина-
мическую дискретную систему с  двумя степенями 
свободы, то  она будет представлять собой систему 
двух обыкновенных дифференциальных уравнений, 
связанных между собой гироскопическими силами. 
Если пренебречь гироскопическими силами, то  эта 
система преобразуется в  совокупность двух незави-
симых дифференциальных уравнений. Частоты этих 
уравнений называются собственными частотами 
парциальных систем или парциальными частотами. 
В  силу специфики принципа действия роторного 
ММГ, для него особое значение приобретает точ-
ное совпадение частоты возбуждаемых первичных 
колебаний с  собственными частотами парциальных 
систем. Величина парциальных частот в  общем слу-
чае зависит от  измеряемой угловой скорости, поэ-
тому достижение точного равенства парциальных 
частот ММГ и  частоты возбуждения представляется 
невозможным. В  связи с  этим представляет интерес 
вопрос, насколько и каким образом рассогласование 
парциальных частот влияет на  собственную частоту 
роторного ММГ.

Целью работы является исследование влияния рас-
согласования парциальных частот роторного ММГ 
на его амплитудно-частотные характеристики (АЧХ).

Для достижения поставленной цели были поставле-
ны и решены следующие задачи:

 ♦ получена операторная форма математиче-
ской модели роторного ММГ; построено ана-
литическое выражение для исследования АЧХ 
датчика;

 ♦ проведены компьютерные эксперименты вли-
яния рассогласования частот на  АЧХ роторного 
ММГ, выработаны конкретные рекомендации 
по улучшению его характеристик.

Принцип действия и математическая 
модель роторного ММГ

Конструктивно роторный ММГ представляет собой 
ротор (чувствительный элемент — ЧЭ), упруго связан-
ный с основанием (рис. 2) [1,2].

Принцип действия роторного ММГ заключается 
в  измерении амплитуд угловых колебаний ротора 
по  углу β. Эти колебания возникают из-за кориоли-
совых сил инерции при наличии переносной угло-
вой скорости основания Ω и  первичных колебаний 
ротора по углу α, возбужденных с заданной амплиту-
дой на  резонансной частоте измерительного канала 
(рис. 2а).

 

Рис. 1. Общий вид роторного ММГ

а) б) в) 

 
Рис. 2. Общий вид (а), кинематические схемы (б, в) роторного ММГ:  

1 — вибропривод; 2 — датчик съема сигнала; 3- упругие элементы; 4 — ротор; 5 — рамка с ЧЭ
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Уравнения движения роторного ММГ как механиче-
ской системы с  двумя степенями свободы, состоящей 
из  ротора, совершающего вынужденные колебания 
и  упруго связанного с  Ω основанием, вращающимся 
с постоянной угловой скоростью, известны [1,2] и имеют 
следующий вид:
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2( ( ) )K A D i q F          (5) 

Тогда, как следует из (5), передаточная функция в изображениях 

Лапласа  матричного уравнения (2) при нулевых начальных условиях 

будет иметь вид: 

2

1( )
( )

W i
K A i D

 
        (6) 

Избавляясь в выражении (6) от иррациональности в знаменателе, 

получим следующее выражение для передаточной функции: 
( )W i T iH     (10) 

где 
2

2 2 2 2 2 2

( );
( ) (( ) ) ( ) (( ) )

K A DT H
K A D K A D

   
 

           (11) 

Амплитудно-частотная характеристика роторного ММГ будет в 

этом случае определяться соотношением [3]: 
2 2( ) T H    ,  (12) 

где T  и H  определяются выражениями (11) 

Компьютерные эксперименты и анализ результатов 

При моделировании роторного ММГ коэффициенты уравнения (1) 

и компоненты матриц (3) принимались в соответствии с [2] следующи-

ми: 
1 1 1 1

1 2 1 2100 ;  100 ;   1.0 ;   1.0 n c n c b c b c       ,   (13) 

Для визуализации и расчетов было использовано свободно распро-

страняемое  программное обеспечение SageMath [4] 

,  (13)

Для визуализации и  расчетов было использовано 
свободно распространяемое программное обеспечение 
SageMath [4]

При моделирования будем рассматривать наихуд-
ший случай, когда парциальные частоты ω1, ω2  имеют 
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технологические допуска или погрешности ∆ω, и  их 
можно представить в виде:

ω ω ω

ω ω ω
1 1

0

2 2
0

= + ∆

= −∆ ,  (14)

где ω1
0, ω2

0 — номинальные значения парциальных 
частот ω1, ω2; ∆ω — допуск на  значения ω1, ω2. Номи-
нальные значения парциальных частот ω1

0 и ω2
0 прини-

мались [2] равными 3142 Гц. Результаты расчетов пар-
циальных частот ω1, ω2 роторного ММГ при различной 
величине расстройки ∆ω, и значения АЧХ А∆ω, соответ-
ствующие этим частотам, приведены в  таблице 1. А∆ω 
вычислялись при ω=ω1, то  есть при той частоте, когда 
предполагается достижение максимальной амплитуды 
колебаний.

Значение А0 в таблице 1 соответствует значению АЧХ, 
полученного при ∆ω=0% и при параметрах (13).

Эволюция амплитудно-частотной характеристики 
в  зависимости от  величины допуска ∆ω на  величину 
парциальных частот ω1, ω2 показана на рис. 3. По оси аб-
сцисс на рис. 3 отложена безразмерная частота ν=ω/ω1.

Как видно из таблицы 1 и рис. 3, при расстройке частот 
наблюдается сдвиг максимального значения амплитуды 
в сторону уменьшения безразмерной частоты. Расстрой-
ка частот в 2% приводит к тому, что при ω=ω1 АЧХ будет 
составлять около половины номинального значения, по-
лученного при отсутствии расстройки частот. Другими 

словами, наличие расстройки парциальных частот в 2% 
приводит к существенному уменьшению ожидаемой ре-
зонансной амплитуды почти в  2 раза. При расстройке 
парциальных частот, равной 5%, резонансная амплитуда 
будет меньше в 3 раз номинальной резонансной ампли-
туды. То есть при расстройке парциальных частот ротор 
рассматриваемого гироскопа будет совершать колеба-
ния с амплитудой в несколько раз меньше ожидаемой, 
что снижает точность измерения датчиком угловой ско-
рости объекта.

Также представляет интерес вопрос влияния коэф-
фициента демпфирования n1 в  измерительном канале 
(первое уравнении системы (1)), на связь максимального 
значения АЧХ A и  величины расстройки ∆ω парциаль-
ных частот. Амплитудно-частотная характеристика рас-
сматриваемого РММГ как функция безразмерной часто-
ты ν и параметра n1 показана на рис. 4.

На рис. 4 значение n1 варьировалось от 50с-1 до 150с-1. 
Значение АЧХ А нормировалось значением A0.

Как видно из рис. 4, чем больше демпфирование, тем 
меньше значение АЧХ, что соответствует физике процес-
са. При этом соотношение между значением АЧХ, вычис-
ленное при ω=ω1 и конкретном значении n1 в случае на-
личия расстройки парциальных частот, и значение АЧХ, 
полученное при ω=ω1 и том же значении n1 при отсут-
ствии расстройки, остаются неизменным при любом зна-
чении n1. То есть уменьшить влияние расстройки частот 
на  амплитудно-частотную характеристику РММГ путем 

Таблица 1. Парциальные частоты и АЧХ при расстройке парциальных частот
∆ω, % ω1, рад/с ω2, рад/с А∆ω А∆ω/A0
0 3141 3141 247 1
1 3172 3109 214 0.87
2 3203 3075 162 0.66
3 3234 3046 126 0.51
4 3266 3015 102 0.41
5 3297 2983 86 0.35

Рис. 3. Эволюция амплитудно-частотной характеристики роторного ММГ: 1 — при отсутствии 
расстройки частот; 2 — ∆ω=1%; 3 — ∆ω=2%; 4 — ∆ω=3%; 5 — ∆ω=4%; 6 — ∆ω=5%
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изменения величины демпфирования в измерительном 
канале не представляется возможным.

Заключение

В  работе рассмотрен роторный микромеханиче-
ский гироскоп, функционирование которого пред-
полагает совпадение собственных частот не  только 
в  канале первичных колебаний в  измерительном ка-
нале, но и их совпадение с частотой возбуждения. При 
этом технологические погрешности при изготовлении 
РММГ могут привести к нарушению условий резонанс-
ной настройки парциальных частот с частотой возбуж-
дения первичных колебаний. Что, в свою очередь, сни-
жает точность измерения угловой скорости объекта 
в  системе ориентации и  стабилизации с  гироскопами 
РММГ.

В работе показано, что при расстройке парциальных 
частот наблюдается сдвиг максимального значения ам-
плитуды в сторону уменьшения частоты. То есть на пред-
полагаемой резонансной частоте ротор гироскопа будет 
совершать колебания с амплитудой меньше ожидаемой 

(в разы уже при  ∆ω=2%) — что снижает точность изме-
рения датчиком угловой скорости объекта.

Также показано, что уменьшить влияние расстройки 
частот на  амплитудно-частотную характеристику РММГ 
путем изменения величины демпфирования в  измери-
тельном канале не представляется возможным.

Полученная математическая модель зависимости АЧХ 
РММГ от нарушения условий резонансной настройки по-
зволяет обосновано, без необходимости в сложных мате-
матических расчетах и проведения компьютерного моде-
лирования, отнести поставляемые заказчику РММГ к тому 
или иному классу точности. А на уровне проектирования 
и изготовления РММГ выставить обоснованные требова-
ния к допускам на конструктивные параметры, определя-
ющие значения парциальных частот в каналах первичных 
и вторичных колебаний. Т.е. требования к допускам на ге-
ометрические размеры, плотность и упругие свойства ис-
пользуемых материалов при изготовлении РММГ.

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ 16–19–
10290.
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Рис. 4 АЧХ РММГ как функция безразмерной частоты ν  
и коэффициента демпфирования n1: а — ∆ω=0%; б — ∆ω=2%


