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Аннотация. Рассматривается задача математического моделирования 

динамики манипуляторов с  управлением посредством разработанной 

и  зарегистрированной авторами программного модуля на  языке функ-

ционального программирования. Универсальный программный модуль 

позволяет построить и провести анализ модели различных видов манипу-

ляторов до шести степеней подвижности, представленных в форме системы 

нелинейных дифференциальных уравнений. Решение исследуемой модели 

строится численным методом Рунге-Кутты и аналитическим методом мно-

гочленных преобразований. В работе приведено описание основных блоков 

программы на примере анализа программно-управляемого манипулятора 

с тремя степенями подвижности. Программный модуль может применять-

ся для инженерного анализа различных видом манипуляторов.
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Рассмотрим задачу математического моделиро-
вания динамики манипулятора с  управлением. 
На  языке функционального программирования 

разработан и зарегистрирован программный модуль [1] 
для анализа динамических моделей роботов-манипуля-
торов до  шести степеней подвижности включительно. 
Программа позволяет построить матричным методом си-
стему уравнений кинематики манипулятора, нелинейную 
систему дифференциальных уравнений динамики мани-
пулятора, получить решение систем уравнений и постро-
ить программные траектории движения манипулятора.

Программный модуль состоит из  блоков: сборки 
уравнений кинематики матричным методом, сборка 
уравнений динамики посредством матричных уравне-
ний Лагранжа, решение системы уравнений кинемати-
ки, решение нелинейной системы дифференциальных 
уравнений динамики, построение графиков координат, 

скоростей, ускорений и  траекторий движения манипу-
лятора, блок управления манипулятором.

Решение нелинейной системы дифференциальных 
уравнений динамики строится численным методом Рун-
ге-Кутты и аналитическим методом преобразований.

Множество современных научных работ посвящено 
задачам анализа многозвенных манипуляторов. В рабо-
тах [2–4] исследуется промышленный робот — манипу-
лятор KUKA  youBot. В  работе [5] проводится математи-
ческое и компьютерное моделирование вращающегося 
манипулятора и  четырехколесного мобильного мани-
пулятора. В работе [6] выполняется моделирование ро-
ботов-манипуляторов типа «хобот». В  отличие от  при-
веденных работ разработанный программный модуль 
позволяет исследовать различные виды многозвенных 
манипуляторов.
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Рассмотрим блоки программного модуля на примере 
анализа программно-управляемого трехзвенного мани-
пулятора с тремя степенями подвижности.

Предполагаем, что управляющее воздействие для 
приводов манипулятора имеет кусочно-гладкую линей-
ную форму и схват манипулятора равномерно движется 
с постоянной рабочей скоростью.

Кинематическая схема трехзвенного манипулятора 
состоит из трех вращательных кинематических пар.

В  блоке сборки уравнений кинематики матричным 
методом для описания кинематики вводим три относи-
тельные системы координат, связанные с тремя звенья-
ми робота. Абсолютная система координат связана с не-
подвижным основанием манипулятора. Углы поворотов 
звеньев манипулятора примем за обобщенные коорди-
наты. В блоке определяются матрицы перехода из теку-
щей в  последующую систему координат. Для матрицы 
перехода из  абсолютной системы координат в  послед-
нюю систему координат для схвата выполняется перем-
ножение всех промежуточных матриц перехода. В  ре-
зультате получаем зависимость абсолютных декартовых 
координат схвата манипулятора x, y, z от трех обобщен-
ных координат q1, q2, q3 в форме трех алгебраических 
равенств.

В  блоке решения системы уравнений кинематики 
выполняется решение системы трех алгебраических 
уравнений. В  результате получаем зависимость трех 
обобщенных координат q1(x, y, z), q2(x, y, z), q3(x, y, z) 
от координат схвата трехзвенного манипулятора.

При условии равномерного движения схвата 
трехзвенного манипулятора с постоянной рабочей ско-
ростью v выполняются равенства x=v1t, y=v2t, z=v3t. 
Здесь v1, v2, v3 проекции рабочей скорости на  оси x, 
y, z.

Подставив равенства для равномерного движения 
в  функции обобщенных координат получим зависимо-
сти обобщенных координат трехзвенного манипулятора 
от  времени t: q1(t), q2(t), q3(t). Продифференцировав 
по  времени функции обобщенных координат, получим 
обобщенные скорости трехзвенного манипулятора: q1’ 
(t), q2’ (t), q3’ (t). Продифференцировав по  времени 
функции обобщенных скоростей, получим обобщенные 
ускорения трехзвенного манипулятора: q1” (t), q2” (t), 
q3” (t).

В блоке сборки уравнений динамики посредством 
матричных уравнений Лагранжа вычисляется суммар-
ная кинетическая и потенциальная энергии всех звеньев 
манипулятора. Подставив в  матричные уравнения Ла-

гранжа, получаем систему уравнений движения манипу-
лятора. В правых частях уравнений Лагранжа содержать-
ся моменты от  управляющих сил. Система уравнений 
динамики трехзвенного манипулятора представлена 
нелинейной системой дифференциальных уравнений 
второго порядка вида:

(a0+a1cos(q1))q1”+a2 q1’ q2’sin(q2)+a3 
cos(q1)+a4 cos(q1+q2)=a5 F1,

b0 q2”+ b1 q1’ q1’sin(q2)+b2 cos(q2)+b3 
cos(q1+q2)+b4=b5 F2,

c0 q3”+c2 q3+c3=c4 F3,

где F1(t), F2(t), F3(t) — функции управляющих сил, 
ai, bi, ci — постоянные.

В блоке решения нелинейной системы дифференци-
альных уравнений динамики выполняется решение чис-
ленным методом Рунге-Кутты. Для аналитического реше-
ния системы нелинейных дифференциальных уравнений 
применяются различные методы: линеаризации, усред-
нения, малого параметра, гармонического баланса, ме-
тодом многочленных преобразований [7]. Методом мно-
гочленных преобразований получено аналитическое 
решение системы дифференциальных уравнений. Для 
построения аналитического решения вначале проводят 
нормализацию системы для приведения нелинейных ко-
эффициентов системы к малым величинам.

В  блоке управления манипулятором определяются 
параметры для моментов от  управляющих сил в  зави-
симости от  обобщенных координат. Управляющее воз-
действие представляет собой силу, момент создаваемую 
приводами звеньев. Система управления приводом ре-
гулирует момент двигателя. Для управления приводом 
необходимо найти управляющее воздействие, которое 
обеспечивает движение манипулятора по  заданной 
траектории. Подставив в  систему уравнений движения 
функции обобщенных координат, скоростей и  ускоре-
ний, получим функции управляющих сил. Определено 
управляющее воздействие от приводов в форме линей-
ной функции от времени.

В случае представления управляющего воздействия 
линейными функциями времени F(t)=p1+p2 t, коэффи-
циенты p1, p2 являются параметрами управления. Для 
проверки управляющих воздействий приводов при за-
данных параметрах управления определяется числен-
ное решение системы дифференциальных уравнений 
методом Рунге-Кутты.

В блоке построение графиков координат, скоростей, 
ускорений и  траекторий движения манипулятора вы-
полняется графическое представление результатов, по-
лученных численным и аналитическим методом.
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Заключение

Разработанный универсальный программный модуль 
позволяет проводить исследования динамики манипу-
ляторов различных кинематических схем со  многими 
степенями подвижности. Исследуемые математические 

модели представлены в  форме системы нелинейных 
дифференциальных уравнений. Решение исследуемой 
модели строится численным методом Рунге-Кутты и ана-
литическим методом многочленных преобразований. 
Программный модуль может применяться для инженер-
ного анализа различных видом манипуляторов.
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