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Аннотация. Рассмотрена система управления многосвязным технологическим процессом, который может быть 

описан линейной статической моделью. Передаточная матрица этого процесса как объекта управления априори неизвестна, 

но известна ограниченная область, к которой принадлежат ее элементы. Предполагается, что эта область может включать 

элементы, определяющие плохо обусловленные и вырожденные матрицы. В рамках концепции так называемого обобщенного 

инвертирования предложен новый метод адаптивного управления этими неопределенными объектами, основанный на 

параметрической идентификации некоторого воображаемого объекта с неизвестной, но невырожденной передаточной 

матрицей. Приведены результаты моделирования.
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П
роблема построения высокоточных систем 

автоматического управления многосвязны-

ми объектами в условиях неконтролируе-

мых возмущений, поставленная несколько десятиле-

тий тому назад, по-прежнему остается актуальной до 

настоящего времени [1].
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Это очень важная проблема как с теоретической, 

так и с практической точек зрения [2]. Эффективный 

путь разрешения сформулированной проблемы от-

крывает метод обратного оператора, который в идей-

ном плане восходит к пионерным исследованиям 

отечественных ученых 60-х годов прошлого столе-

тия, обобщенным в монографии [3].

Применительно к задаче управления непрерыв-

ными многосвязными технологическими процесса-

ми при наличии неопределенности относительно его 

математической модели этот метод получил даль-

нейшее развитие в работе [4]. Последние результаты, 

полученные в данном направлении исследований, 

представлены в [1].

К сожалению, реализация метода обратного опе-

ратора приводит к ухудшению качества функцио-

нирования системы управления, если передаточная 

матрица линейной модели многосвязного техноло-

гического процесса плохо обусловлена. На этот до-

садный факт в свое время обратили внимание ав-

торы статьи [5], которые занимались прикладными 

вопросами управления технологическим процессом, 

происходящим в промышленной дистилляционной 

колонне. В предельном же случае, когда упомянутая 

матрица становится вырожденной, метод обратного 

оператора в «чистом виде» вообще неприменим [6].

В работе [6] установлено, что на основе извес-

тного в теории матриц приема так называемого 

обобщенного обращения (псевдообращения) матриц 

теоретически можно обеспечить оптимальное управ-

ление многосвязным объектом с вырожденной или 

плохо обусловленной передаточными матрицами. 

Но для того чтобы реализовать такой прием, необ-

ходимо располагать информацией об элементах этих 

матриц. А они практически всегда точно неизвестны 

конструктору системы управления. В условиях же 

параметрической неопределенности традиционно 

прибегают к адаптивной параметрической иденти-

фикации модели объекта непосредственно на самом 

этапе управления [7, 8].

Для класса многосвязных статических объектов 

с заведомо невырожденными передаточными матри-

цами решение задачи адаптивного управления эти-

ми объектами по настраиваемой обратной модели 

можно найти в монографии [8, п. 7.2]. Между тем, 

судя по доступным литературным источникам, вве-

денное ранее в [7, p. 202] базовое предположение о 

невырожденности передаточной матрицы объекта, в 

задачах адаптивного управления обойти до сих пор 

не удавалось.

Недавно в работе [9] авторами впервые, по-ви-

димому, получено решение задачи адаптивного 

управления многосвязными статическими объек-

тами с вырожденными передаточными матрица-

ми. Предложенный в этой работе метод сводится к 

одновременному адаптивному управлению истин-

ным объектом и другим объектом, выступающим в 

качестве своего рода воображаемого объекта, по на-

страиваемой обратной модели этого воображаемого 

объекта (сама передаточная матрица последнего и ее 

текущие оценки, уточняемые на этапе адаптации его 

прямой модели, принудительно строятся как невы-

рожденные матрицы).

В настоящей статье в рамках концепции обоб-

щенного инвертирования на основе разработанного 

в [9] подхода предлагается решение задачи управле-

ния многосвязными технологическими процессами с 

априори неизвестными, но возможно вырожденными 

и плохо обусловленными передаточными матрицами 

линейных статических моделей этих процессов.

Рассматривается непрерывный технологичес-

кий процесс как многосвязный объект, который в об-

щем случае имеет несколько выходных переменных 

 подверженных действию приведенных 

к ним неизмеряемых возмущений  и не-

сколько каналов передачи управляющих воздействий 

 (обычно  ), причем каждая -я 

переменная  может зависеть от всех 

 управляющих воздействий  При управ-

лении этим процессом на базе средств цифровой вы-

числительной техники в условиях, когда непрерывные 

во времени  выходные переменные  доступ-

ные для измерения, подвергаются квантованию по 

времени в моменты  

где  – период квантования. Сами же управляю-
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щие воздействия  как функции 

времени  формируемые при таком управлении в 

каждый -й дискретный момент  остаются 

неизменными в течение всего временного интервала 

 т.е.

Как и в работе [4] ограничимся рассмотрением 

довольно часто встречающимся на практике режи-

мом функционирования системы управления, когда 

период  достаточно большой, так что переходные 

процессы, вызванные скачкообразными изменения-

ми управляющих воздействий в любой -й дискрет-

ный момент времени  , практически затухнут к оче-

редному -му дискретному времени  В этом 

режиме многосвязный технологический процесс пра-

вомерно представлять как некоторый статический 

объект (объект без памяти), описываемый согласно 

[4, 6] в окрестности так называемой рабочей точки 

линейным векторно-матричным уравнением

                          (1)

В этом уравнении  – 

-мерный вектор выходных переменных в -й дис-

кретный момент времени;  

– -мерный вектор управляющих воздействий; 

 – вектор аддитивных возмуще-

ний, приведенных к выходу объекта;

                       (2)

-матрица прямых и перекрестных связей, 

имеющая смысл передаточной матрицы объекта 

(1)..(Здесь и в дальнейшем  – символ транспони-

рования и для сокращения записи введено стан-

дартное обозначение  любой пере-

менной  принятое в теории дискретных систем 

управления.) Далее будем рассматривать только 

такие объекты, где число управляющих воздейс-

твий равно числу выходных переменных: 

•

В соответствии с представлениями, развитыми 

в работах [1, 3, 4, 6], уравнение (1) при отсутствии 

возмущений ( ) может играть роль 

прямой модели объекта (от входа  к выходу ). 

Параметры этой модели, определяемые элементами 

 матрицы  вида (2), на практике обычно точно 

неизвестны; известны, однако, в ряде случаев их ап-

риорные интервальные оценки

        (3)

Подобно тому, как это делается в [4, 6, 8], бу-

дем считать, что возмущения  

представляют собой нерегулярные (вообще говоря, 

индетерминированные) переменные, ограниченные 

по уровням  для всех 

        (4)

Предполагается, что оценки сверху  фигу-

рирующие в (4), априори известны конструктору 

системы.

Управление довольно широким классом тех-

нологических процессов в содержательном пла-

не сводится к поддержанию заданных значений 

 выходных переменных  

при наличии неконтролируемых возмущений 

 Формально же сама задача построе-

ния системы управления ставится следующим об-

разом [4, 6]. Вводится функционал типа верхнего 

предела

                      (5)

определяющий предельное значение точной верхней 

грани евклидовой нормы вектора ошибок системы

                              (6)

для всех достаточно больших  где 

 Требуется в условиях не-

определенности относительно параметров объекта, 

выраженных в форме (3), построить замкнутую сис-

тему управления, в которой формирование последо-
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вательности  векторов управляющих 

воздействий обеспечивает достижение такой цели:

                                (7)

Вообразим вначале, что передаточная матрица  

в уравнении (1) невырождена, т.е.

                               (8)

где символ  обозначает определитель соот-

ветствующей матрицы. Если бы эта матрица была из-

вестна, то можно было бы сразу же по методу обрат-

ного оператора построить закон управления в виде

                         (9)

полагая

                            (10)

где  – матрица, обратная матрице , а  – век-

тор ошибок, определяемый выражением (6).

Известно [4], что управление объектом (1) по за-

кону (9), (10) приводит к достижению цели (7); при 

этом для функционала качества (5) в силу ограниче-

ний (4) справедлива оценка

где 

Предположим теперь, что требование (8) невы-

рожденности матрицы  выполняется, но сама эта 

матрица априори неизвестна. Рассмотрим границы 

интервалов  к которым согласно (3) при-

надлежат соответствующие ее элементы. Пусть вы-

полнены условия

 

для всех  гарантирующие в силу извес-

тной в теории матриц теоремы Адамара невырож-

денность любых матриц  с элементами 

 

Определяя множество  всех возможных таких 

матриц , включая матрицу  выберем произ-

вольную фиксированную матрицу  из этого мно-

жества и положим  Тогда закон управления 

(9) приобретает вид

                        (11)

Достаточным условием асимптотической ус-

тойчивости замкнутой системы управления (1), (6), 

(11) (при ) является, как известно [4], 

требование

                   (12)

налагаемое на любую матричную норму  где 

 обозначает единичную матрицу. (В терминах, при-

нятых в современной теории управления, условие 

(12) уместно интерпретировать как условие робас-

тной устойчивости этой системы.) Согласно [4] при 

выполнении (12) и  оценка сверху по-

казателя (5) определяется как 

 (13)

Наилучшая оценка сверху функционала , ми-

нимизурующая правую часть (13) по всем возмож-

ным  приводит прямо в решению оптимиза-

ционной (минимаксной) задачи

         (14)

Это позволяет рассматривать закон управления 

(11), в котором матрица  определяется выражением 

(14), как закон робастно-оптимального управления.

При наличии относительно большой априор-

ной неопределенности, когда длины интервалов 

 сравнительно большие, условия (12) мо-

гут быть не выполнены. В этом случае в принципе не 

исключается, что множество  будет содержать вы-

рожденные, а, следовательно, и плохо обусловленные 
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матрицы . При такой неопределенности управле-

ние по закону (11) при

заведомо не обеспечивает робастную устойчивость 

замкнутой системы [6].

Предположим, что передаточная матрица  в 

уравнении (1), описывающем статическую модель не-

которого технологического процесса, действительно 

или вырожденная, т.е.

                               (15)

или плохо обусловленная, т.е.

                (16)

где  обозначает так называемое в теории 

матриц число обусловленности.

Из результатов, полученных в работе [6], выте-

кает, что если бы матрица  со свойством (15) была 

априори известна, то в качестве закона управления 

целесообразно было бы принять закон

                       (17)

в котором  – так называемая обобщенная 

(псевдообратная) матрица, определяемая, как извес-

тно, следующим образом:

.

Закон управления (17), предложенный в [6] в 

рамках концепции обобщенного инвертирования, 

гарантирует оптимальное управление объектом (1) с 

вырожденной, но известной передаточной матрицей 

; при этом

где  

Оказывается [6], что если B  – известная матри-

ца со свойством (16) плохой обусловленности, то для 

управления объектом (1) с такой передаточной мат-

рицей желательно использовать закон

                         (18)

полученный заменой  в (17) на  Здесь  – вы-

рожденная матрица, ближайшая к .

Разумеется, в условиях (3) неопределенности ни 

закон (17), ни закон (18) реализовать нельзя. В этой 

связи предлагается воспользоваться адаптивным под-

ходом [7, 8]. К сожалению, стандартный прием, сво-

дящий классическую задачу адаптивного управления 

к построению процедуры так называемой точечной 

функциональной идентификации [8] модели объекта 

(1), не представляется возможным: ведь до сих пор 

неизвестно, можно ли вообще построить алгоритм 

адаптации, позволяющий формировать последова-

тельность  текущих оценок неиз-

вестной матрицы  со свойством вырожденности

                               (19)

для всех или хотя бы для всех достаточно больших 

. (Требование (19) вытекает из того, что  

или ) Но даже если бы удалось реализо-

вать подобный алгоритм, то все равно нет еще ника-

ких оснований гарантировать устойчивость замкну-

той адаптивной системы, поскольку в условиях неиз-

меряемых возмущений  не утверждается, 

как известно [8, гл. 7], что 

Для преодоления трудностей, связанных с теку-

щем адаптивным оцениванием неизвестной, но заве-

домо вырожденной матрицы , предлагается исполь-

зовать метод, предложенный в работе [9]. Идея этого 

метода сводится к переходу от адаптивной иденти-

фикации модели истинного объекта (1) к адаптивной 

идентификации модели некоторого воображаемого 

объекта с передаточной матрицей

                             (20)

где  – число, уточняемое далее. Особенностью 

передаточной матрицы  вида (20) является то, что 

она непременно должна быть невырождена:
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                             (21)

Чтобы составить уравнение воображаемого объ-

екта, прибавим  к обеим частям (1). Тогда с уче-

том (20) получим уравнение

                      (22)

эквивалентное уравнению истинного объекта при

                      (23)

Именно оно как раз играет роль уравнения вооб-

ражаемого объекта с тем же самым вектором управ-

ляющих воздействий  и тем же самым вектором 

 неизмеряемых возмущений, но другим вектором 

 выходных переменных, определяемым выражени-

ем (23).

Следуя [9], определим величины

  (24)

Тогда требуемое значение  должно удовлетво-

рять условиям

         (25)

где 

             (26)

Можно понять, что при выполнении условий (25) 

с учетом (24) и того факта, что  требование (21) 

непременно выполнятся.

Алгоритм адаптивной параметрической иденти-

фикации модели (22) воображаемого объекта опреде-

ляется далее рекуррентной процедурой [9].

   (27)

В этом алгоритме

 (28)

– функция нечувствительности, зависящая от 

переменной

                  (29)

а также от чисел  и выбранного конструктором 

числа

               (30)

 – коэффициент, выбираемый из условий

                      (31)

таким образом, чтобы матрица  была невырожден-

ной для всех 

                         (32)

                      (33)

 Закон адаптивного управления воображаемым 

объектом (22) (а, значит, и истинным объектом (1)) 

строится в форме 

                      (34)

подобный (17), с той существенной разницей, что 

вместо неизвестной  фигурирует оценка  а 

вместо вектора ошибки  вида (6) ошибка системы 

управления воображаемым объектом

                            (37)

Структурная схема системы (1), (27)–(37), реа-

лизующая предлагаемый подход к решению задачи 
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адаптивного параметрического оценивания, изобра-

жена на рис. 1.

Из результатов, полученных в работе [9], следу-

ет, что управления  по закону (34) и выход  ос-

таются ограниченными. В этой связи, предложенный 

закон адаптивного управления (34) можно назвать 

робастно-адаптивным [8]; он может быть ориенти-

рован на управление в условиях неопределенности 

широким классом многосвязных технологических 

процессов, допускающих описание их линейной мо-

делью вида (1).

Для проверки работоспособности и эффектив-

ности предложенного метода управления объектом 

(1) проводилось моделирование системы при  в 

условиях полной и неполной информации о матрице 

. Чтобы приблизить условия моделирования к ре-

альным условиям, элементы матрицы  были заданы 

как изменяющиеся в некотором диапазоне величины 

с таким расчетом, что эта матрица будет оставаться 

плохообусловленной и даже вырожденной. Здесь  

– псевдослучайные числа, генерируемые в диапазоне 

 Компоненты вектора  формирова-

лись, как псевдослучайные числа  При 

проведении модельных экспериментов положено 

Результаты моделирования неадаптивной систе-

мы управления представлены на рис. 2.

При моделировании адаптивной систе-

мы управления были заданы такие априорные 

оценки (3) элементов матрицы   

 

Рис. 1. Структурная схема замкнутой системы (1), (27)–(37)
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Рис. 2. Динамические процессы в системе управления (1), (6), (18)

По формулам (24)–(25) последова-

тельно были найдены величины  

 

Поскольку в данном эксперименте так оказалось, 

что  то согласно (25) должно быть 

 Поэтому было принято  Из условий 

 

 были взяты такие оценки элемен-

тов 

 при этом  

Результаты проведенного эксперимента пред-

ставлены на рис. 3.

Рисунок 3 наглядно иллюстрирует свойство ог-

раниченности  Последний модельный эк-

сперимент показывает эффективность и работоспо-

собность предложенного метода управления много-

связными технологическими процессами в условиях 

неопределенности и предположений что передаточ-

ная матрица  уравнений этих процессов в статичес-

ком режиме может быть плохо обусловлена или даже 

вырождена.
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Рис. 3. Динамические процессы в системе управления (1), (27)–(37)
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