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Аннотация. Важнейшей технической задачей является обеспечение це-
лостности конструкции. Предлагается математическая модель взаимо-
действия, построенная на учете свойств контактирующих материалов. Эта 
модель может служить основой для определения прочности композици-
онного материала. В  основе рассматриваемой модели лежит проблема 
прочности адгезионного контакта и  поврежденности поверхности кон-
тактирующих тел, обусловленной несоответствием физических свойств 
материалов или действием внешних сил.

Ключевые слова: композиционный материал, поврежденность, адгезия, 
нелокальное взаимодействие, материал второго порядка, предел проч-
ности.

К омпозиционные материалы находят широкое 
применение в  разнообразных технических при-
ложениях и в повседневной жизни [1].

В рамках предложенной модели рассмотрена такая 
причина нарушения адгезионного контакта, как изме-
нение свойств прочности. Меняя в  вычислительных 
экспериментах параметры материалов, автором была 
получена связь этих параметров с прочностью адгези-
онного соединения. В данной модели рассматривается 
только прочность на  разрыв как адгезионного соеди-
нения элементов структуры, так и ее элементов.

Некогерентность атомных решеток композита вызы-
вает релаксацию, уменьшая энергию несоответствия. 
[2,3]. Назовем участками адгезии те участки поверхно-
сти контакта, вдоль которых решетки когерентны. По-
врежденными в рамках модели будем считать участки 
поверхности контакта, вдоль которых когерентность 
решеток нарушена. Для моделирования гетерогенно-
го композита используем понятие рассеянной повре-
жденности гомогенной среды (параметр ω), при этом 
поврежденность характеризуется скалярным параме-
тром β [2].

Пусть )1(B  и  )2(B  — два однородных твердых тела, 
контактирующие вдоль поверхности . Единичную 
нормаль к указанной поверхности 
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INVESTIGATION OF THE PROBLEM  
OF ADHESIVE JOINT STRENGTH USING 
MODERN MATHEMATICAL MODELING 
TECHNOLOGY

S. Yakushina 

Summary. The most important technical challenge is to ensure the 
integrity of the structure. A  mathematical model of interaction is 
proposed, based on the properties of contacting materials. This model 
can serve as a basis for determining the strength of a composite 
material. The model under consideration is based on the problem of 
adhesive contact strength and damage to the surface of the contacting 
bodies, due to the discrepancy between the physical properties of 
materials or the action of external forces.

Keywords: composite material, damage, adhesion, non-local 
interaction, second-order material, tensile strength.
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 их гра-
ниц, вариационное условие сопряжения полей пере-
мещений и  напряжений вдоль поверхности контакта 
имеют вид:
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При адгезии твердых материалов атомная структура одного продолжает 

структуру другого [3–5], причем решетки контактирующих тел когерентны. 

На каждом элементарном участке  справедливо: 

        (1) 

Перемещения определены равенствами: 

        (2) 

Для полей  изменение потенциальной энергии тела 

 по отношению к отсчетному состоянию определяется:  

        (3) 

Для обеспечения стационарного значения аргументов функционала (3) 

необходимо условие:

 (4)

   – тензоры напряжений    (5)  

Уравнения равновесия тел , краевые условия для них на свободных 

участках  их границ, вариационное условие сопряжения полей 

перемещений и напряжений вдоль поверхности контакта имеют вид: 

       (6) 

      (7) 

        (8) 

 

 – единичный вектор внешней нормали к участку поверхности S, 

определенному соответствующим нижним индексом;  – 

обозначение производной в его направлении;  – градиента вдоль 

поверхности S.  
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При адгезии твердых материалов атомная структура одного продолжает 
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Для обеспечения стационарного значения аргументов функционала (3) 

необходимо условие:
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   – тензоры напряжений    (5)  
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перемещений и напряжений вдоль поверхности контакта имеют вид: 
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 – единичный вектор внешней нормали к участку поверхности S, 

определенному соответствующим нижним индексом;  – 

обозначение производной в его направлении;  – градиента вдоль 

поверхности S.  

)12(Sd

)12()12()12( SdSdSdSdSd  











 SSr

SSr
uu jj ,,0

,,0
),( )()( 




)()()( ruu jj




)2()1( BBB 

),,,( )2(
2

)1(
2

)2()1()12()12( uuuuWW 


     0))((
2

1
)(

2)2(
)()(

)1(
)(

2

1
)()()12(

)()(

   
 j V

T
jj

T
jj

j V
jj

jj

uPuPVdwW 


T
j

n
jn

j u
w

P
)( )(

)()(
)( 




  2,1n

)( jB

)12()()(0 \ SSS jj 

0)( )2(
)(

)1(
)(


 jj PP )( jVr 



      0)()( 2
)()(

2
)(

1
)()(  jjSjjj PnPPn 

)(0 jSr 


  0)( 2
)()()j(


 jj Pnn )(0 jSr 



           
)12(

)12()2(
)2(

)2()21(
)2(

)2(
)1(
)2()21()1(

)2(
)1()12(

)2(
)1(

)1(
)1()12(

S
SS SduPnPPnuPnPPn 



         )11(0/)(/)(
)12(

)12()21()2(
)2(

)2()21()21()12()1(
)2(

)1()12()12( 
S

SdnuPnnnuPnn 


n

)(/ unnu




S

При адгезии твердых материалов атомная структура одного продолжает 

структуру другого [3–5], причем решетки контактирующих тел когерентны. 

На каждом элементарном участке  справедливо: 
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Перемещения определены равенствами: 
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Для полей  изменение потенциальной энергии тела 

 по отношению к отсчетному состоянию определяется:  
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Для обеспечения стационарного значения аргументов функционала (3) 

необходимо условие:

 (4)

   – тензоры напряжений    (5)  

Уравнения равновесия тел , краевые условия для них на свободных 

участках  их границ, вариационное условие сопряжения полей 

перемещений и напряжений вдоль поверхности контакта имеют вид: 

       (6) 

      (7) 

        (8) 

 

 – единичный вектор внешней нормали к участку поверхности S, 

определенному соответствующим нижним индексом;  – 

обозначение производной в его направлении;  – градиента вдоль 

поверхности S.  
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При адгезии твердых материалов атомная структура одного продолжает 

структуру другого [3–5], причем решетки контактирующих тел когерентны. 

На каждом элементарном участке  справедливо: 

        (1) 

Перемещения определены равенствами: 

        (2) 

Для полей  изменение потенциальной энергии тела 

 по отношению к отсчетному состоянию определяется:  

        (3) 

Для обеспечения стационарного значения аргументов функционала (3) 

необходимо условие:

 (4)

   – тензоры напряжений    (5)  

Уравнения равновесия тел , краевые условия для них на свободных 

участках  их границ, вариационное условие сопряжения полей 

перемещений и напряжений вдоль поверхности контакта имеют вид: 

       (6) 

      (7) 

        (8) 

 

 – единичный вектор внешней нормали к участку поверхности S, 

определенному соответствующим нижним индексом;  – 

обозначение производной в его направлении;  – градиента вдоль 

поверхности S.  
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 (11)

n  — единичный вектор внешней нормали к участ-
ку поверхности S, определенному соответствующим 
нижним индексом; )(/ unnu 

∇⋅=∂∂  — обозначение про-
изводной в  его направлении; S∇  — градиента вдоль 
поверхности S.

На участках адгезии:

)2()1( αα δδ uu 

=
, 

На участках адгезии: 

       (9) 

       (10) 

Компоненты вектора  и тензора  можно определить [2].  

Кроме того, на участках адгезионного контакта выполняются равенства: 

 
      (11) 

На участках отсутствия адгезионного контакта:  

         (12) 

На каждом из краев для выполняются условия: 

      (13) 

      (14) 

         (15) 

         (16) 

Принимается, что  

       (17) 

Задачи по определению полей  и  оказываются независимыми 

друг от друга. На основе их решения можно получить выражение для 

энергии несоответствия тел  и . 

     (18) 

Величины ,  определяются равенствами: 

       (19) 

Величину параметра поврежденности вычисляем по формуле: 

       (20) 
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На участках адгезии: 
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На участках отсутствия адгезионного контакта:  

         (12) 

На каждом из краев для выполняются условия: 
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      (14) 
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Принимается, что  
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Задачи по определению полей  и  оказываются независимыми 
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Компоненты вектора 

На участках адгезии: 
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      (14) 
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 и  тензора 

На участках адгезии: 
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На участках отсутствия адгезионного контакта:  

         (12) 

На каждом из краев для выполняются условия: 

      (13) 

      (14) 

         (15) 

         (16) 

Принимается, что  

       (17) 

Задачи по определению полей  и  оказываются независимыми 

друг от друга. На основе их решения можно получить выражение для 

энергии несоответствия тел  и . 
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Величины ,  определяются равенствами: 

       (19) 

Величину параметра поврежденности вычисляем по формуле: 

       (20) 
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 можно 
определить [2].

Кроме того, на участках адгезионного контакта вы-
полняются равенства:

На участках адгезии: 

       (9) 

       (10) 

Компоненты вектора  и тензора  можно определить [2].  

Кроме того, на участках адгезионного контакта выполняются равенства: 

 
      (11) 

На участках отсутствия адгезионного контакта:  

         (12) 

На каждом из краев для выполняются условия: 

      (13) 

      (14) 

         (15) 

         (16) 

Принимается, что  

       (17) 

Задачи по определению полей  и  оказываются независимыми 

друг от друга. На основе их решения можно получить выражение для 

энергии несоответствия тел  и . 

     (18) 

Величины ,  определяются равенствами: 

       (19) 

Величину параметра поврежденности вычисляем по формуле: 

       (20) 
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На участках адгезии: 

       (9) 

       (10) 

Компоненты вектора  и тензора  можно определить [2].  

Кроме того, на участках адгезионного контакта выполняются равенства: 

 
      (11) 

На участках отсутствия адгезионного контакта:  

         (12) 

На каждом из краев для выполняются условия: 

      (13) 

      (14) 

         (15) 

         (16) 

Принимается, что  

       (17) 

Задачи по определению полей  и  оказываются независимыми 

друг от друга. На основе их решения можно получить выражение для 

энергии несоответствия тел  и . 

     (18) 

Величины ,  определяются равенствами: 

       (19) 

Величину параметра поврежденности вычисляем по формуле: 

       (20) 

)2()1(   uu 
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На участках адгезии: 

       (9) 

       (10) 

Компоненты вектора  и тензора  можно определить [2].  

Кроме того, на участках адгезионного контакта выполняются равенства: 

 
      (11) 

На участках отсутствия адгезионного контакта:  

         (12) 

На каждом из краев для выполняются условия: 

      (13) 

      (14) 

         (15) 

         (16) 

Принимается, что  

       (17) 

Задачи по определению полей  и  оказываются независимыми 

друг от друга. На основе их решения можно получить выражение для 

энергии несоответствия тел  и . 

     (18) 

Величины ,  определяются равенствами: 

       (19) 

Величину параметра поврежденности вычисляем по формуле: 

       (20) 
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На участках отсутствия адгезионного контакта:

)2()1( ββ δδ uu 

=  )()( jj uu αβ


=   (12)

На каждом из краев для выполняются условия:

На участках адгезии: 

       (9) 

       (10) 

Компоненты вектора  и тензора  можно определить [2].  

Кроме того, на участках адгезионного контакта выполняются равенства: 

 
      (11) 

На участках отсутствия адгезионного контакта:  

         (12) 

На каждом из краев для выполняются условия: 

      (13) 

      (14) 

         (15) 

         (16) 

Принимается, что  

       (17) 

Задачи по определению полей  и  оказываются независимыми 

друг от друга. На основе их решения можно получить выражение для 

энергии несоответствия тел  и . 

     (18) 

Величины ,  определяются равенствами: 

       (19) 

Величину параметра поврежденности вычисляем по формуле: 

       (20) 
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  (13)

На участках адгезии: 

       (9) 

       (10) 

Компоненты вектора  и тензора  можно определить [2].  

Кроме того, на участках адгезионного контакта выполняются равенства: 

 
      (11) 

На участках отсутствия адгезионного контакта:  

         (12) 

На каждом из краев для выполняются условия: 

      (13) 

      (14) 

         (15) 

         (16) 

Принимается, что  

       (17) 

Задачи по определению полей  и  оказываются независимыми 

друг от друга. На основе их решения можно получить выражение для 

энергии несоответствия тел  и . 

     (18) 

Величины ,  определяются равенствами: 

       (19) 

Величину параметра поврежденности вычисляем по формуле: 

       (20) 
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На участках адгезии: 

       (9) 

       (10) 

Компоненты вектора  и тензора  можно определить [2].  

Кроме того, на участках адгезионного контакта выполняются равенства: 

 
      (11) 

На участках отсутствия адгезионного контакта:  

         (12) 

На каждом из краев для выполняются условия: 

      (13) 

      (14) 

         (15) 

         (16) 

Принимается, что  

       (17) 

Задачи по определению полей  и  оказываются независимыми 

друг от друга. На основе их решения можно получить выражение для 

энергии несоответствия тел  и . 

     (18) 

Величины ,  определяются равенствами: 

       (19) 

Величину параметра поврежденности вычисляем по формуле: 

       (20) 

)2()1(   uu 
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  (15)

На участках адгезии: 

       (9) 

       (10) 

Компоненты вектора  и тензора  можно определить [2].  

Кроме того, на участках адгезионного контакта выполняются равенства: 

 
      (11) 

На участках отсутствия адгезионного контакта:  

         (12) 

На каждом из краев для выполняются условия: 

      (13) 

      (14) 

         (15) 

         (16) 

Принимается, что  

       (17) 

Задачи по определению полей  и  оказываются независимыми 

друг от друга. На основе их решения можно получить выражение для 

энергии несоответствия тел  и . 

     (18) 

Величины ,  определяются равенствами: 

       (19) 

Величину параметра поврежденности вычисляем по формуле: 

       (20) 

)2()1(   uu 
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  (16)

Принимается, что

На участках адгезии: 

       (9) 

       (10) 

Компоненты вектора  и тензора  можно определить [2].  

Кроме того, на участках адгезионного контакта выполняются равенства: 

 
      (11) 

На участках отсутствия адгезионного контакта:  

         (12) 

На каждом из краев для выполняются условия: 

      (13) 

      (14) 

         (15) 

         (16) 

Принимается, что  

       (17) 

Задачи по определению полей  и  оказываются независимыми 

друг от друга. На основе их решения можно получить выражение для 

энергии несоответствия тел  и . 

     (18) 

Величины ,  определяются равенствами: 

       (19) 

Величину параметра поврежденности вычисляем по формуле: 

       (20) 

)2()1(   uu 
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Задачи по определению полей )()( ru j


 и  )()( ru j


β  ока-
зываются независимыми друг от  друга. На  основе их 
решения можно получить выражение для энергии не-
соответствия тел )1(B  и  )2(B .

На участках адгезии: 

       (9) 

       (10) 

Компоненты вектора  и тензора  можно определить [2].  

Кроме того, на участках адгезионного контакта выполняются равенства: 

 
      (11) 

На участках отсутствия адгезионного контакта:  

         (12) 

На каждом из краев для выполняются условия: 

      (13) 

      (14) 

         (15) 

         (16) 

Принимается, что  

       (17) 

Задачи по определению полей  и  оказываются независимыми 

друг от друга. На основе их решения можно получить выражение для 

энергии несоответствия тел  и . 

     (18) 

Величины ,  определяются равенствами: 

       (19) 

Величину параметра поврежденности вычисляем по формуле: 

       (20) 

)2()1(   uu 
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 (18)

Величины Wpm, ( )βα= ,, mp  определяются равен-
ствами:
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Величину параметра поврежденности вычисляем 
по формуле:

На участках адгезии: 

       (9) 

       (10) 

Компоненты вектора  и тензора  можно определить [2].  

Кроме того, на участках адгезионного контакта выполняются равенства: 

 
      (11) 

На участках отсутствия адгезионного контакта:  

         (12) 

На каждом из краев для выполняются условия: 
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         (15) 

         (16) 

Принимается, что  

       (17) 

Задачи по определению полей  и  оказываются независимыми 

друг от друга. На основе их решения можно получить выражение для 

энергии несоответствия тел  и . 
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Величины ,  определяются равенствами: 

       (19) 

Величину параметра поврежденности вычисляем по формуле: 

       (20) 
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В  расчетах предлагается использовать модель ма-
териала второго порядка [7,8]. Связь напряжений и де-
формаций определяется выражением:
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Здесь )(0
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jP  — тензоры начальных напряжений, об-
условлены свойствами материала; ( )

),( km
jC  — тензоры 

упругих констант, обусловлены свойствами материала.
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Здесь )(0
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jP  – тензоры начальных напряжений, обусловлены свойствами 
материала;  

),( km
jC  – тензоры упругих констант, обусловлены свойствами 

материала.  
В выражениях (20) и (21) )(2)(121

)2(
)( )( jjj dVdVl


  и )(3)(2)(13121
)3(
)( ),( jjjj dVdVdVll


  – 

потенциалы соответственно парного и тройного нелокальных 
взаимодействий частицы )(2 jdB  с )(1 jdB , частиц )(2 jdB  и )(3 jdB  с )(1 jdB , 
пропорциональные их объемам; pl1


 – радиус-векторы положения частицы 

)( jpdB  относительного )(1 jdB . 
Основные положения рассматриваемой модели положены в основу 

разработанной модели прочности адгезионного соединения. Кроме того, на 

основе приведенного анализа и созданной модели был разработан алгоритм с 

целью автоматизации подсчета параметра адгезии [9]. Разрушение материала 

наступает, если нормальное напряжение достигает определенного значения, 

специфичного для пары материалов при их адгезии или для материала 

однородного элемента структуры.  

Предложен алгоритм интерпретации прочности адгезионного 

соединения на основе математической модели поврежденности адгезионного 

контакта. В ее основу положена нелокальная модель [6] упругой среды, 

учитывающая парные и тройные взаимодействия частиц. Модель позволяет 

на основании данных о характеристиках контактирующих материалов 

вычислить поврежденность их адгезионного контакта, которая обусловлена 

несоответствием параметров их решеток.  
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адгезионного соединения. Кроме того, на основе при-
веденного анализа и  созданной модели был разрабо-
тан алгоритм с  целью автоматизации подсчета пара-

метра адгезии [9]. Разрушение материала наступает, 
если нормальное напряжение достигает определенно-
го значения, специфичного для пары материалов при 
их адгезии или для материала однородного элемента 
структуры.
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модели поврежденности адгезионного контакта. В ее 
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среды, учитывающая парные и  тройные взаимодей-
ствия частиц. Модель позволяет на основании данных 
о  характеристиках контактирующих материалов вы-
числить поврежденность их адгезионного контакта, 
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