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Аннотация. В статье ставится задача управления однородной Марковской 
цепью, часто встречающаяся в приложениях, в условиях, когда вероятност-
ная мера на пространстве траекторий этой цепи задана не чётко, т. е. мера 
является неизвестным элементом некоторого определённым образом за-
данного множества вероятностных мер. При этом формулируется задача 
оптимального управления такой Марковской цепью с  функционалом —  
гарантированный доход, и критерием оптимальности — максимум гаран-
тированного дохода. Приводится итерационная процедура решения постав-
ленной задачи.

Ключевые слова: однородная конечная Марковская цепь с доходом, управ-
ляемая конечная Марковская цепь, предел по  Чезаро стохастической ма-
трицы, оптимальное управление Марковской цепью с доходом.

1. Постановка задачи

Рассмотрим управляемую конечную Марковскую 
цепь (УКМЦ), которая задаётся следующей сово-
купностью данных:

(J, p0, {Ui, iJ}, {h i (s), s Ui),  (1)

где J = {1,., n} — конечное множество состояний, p0 — 
n-мерный стохастический вектор-строка, являющийся 
начальным распределением для УКМЦ, Ui = {1,…, m(i)} — 
конечное множество управлений в состоянии i, i = 1,., n, 
h i (s) = [h i,1 (s),…, h i, n (s),

h i, n+1(s)], [h i,1 (s),…, h i, n (s)]- n-мерный стохастический 
вектор-строка, являющийся при фиксированным i, век-
тором переходных вероятностей из состояния i в состо-
яние j при управлении s Ui, j = 1,…, n, h i, n+1(s)- средний 

доход в состоянии i при управлении s Ui. При этом сред-
ний доход определяется соотношением:

h i, n+1(s) = h i,1 (s)∙сi,1(s) +…+ h i, n (s)∙ сi, n(s),  (2)

где сi, j(s) — доход, получаемый от  перехода УКМЦ 
из состояния i в состояние j при управлении s, j = 1,…, n. 
В дальнейшем этот доход будет считаться ограниченной 
функцией, т. е. сi, j(s) I1 для любых iJ, J, s Ui, I1 — ограни-
ченный числовой интервал вида:

[–β0,β0], где β0 > 0.  (3)

Для формулирования стандартной задачи оптималь-
ного управления УКМЦ введём следующие обозначения:

1. U = U1 x… x Un — множество управлений, являю-
щееся прямым
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произведением множеств Ui, i = 1,…, n. Произволь-
ный элемент u U будем представлять (в случае необхо-
димости) в виде: u = (u1,…, un), где ui Ui, i = 1,…, n.

2. h (u) = [h 1 (u1),…, h n (un)]T — матрица размерности 
n ˟ (n+1), где

i-ой строкой является h i (ui) = [h i,1 (ui),…, h i, n (ui), h 

i, n+1(ui)], ui Ui. Каждому элементу h (u), где u U, соответ-
ствует 1) стохастическая матрица P(h (u)) порядка n, i-ая 
строка которой — [h i,1 (ui),…, h i, n (ui)], i = 1,…, n, 2) вектор 
дохода q(h (u)) = [h 1, n+1(ui),…, h n, n+1(ui)]T.

Стандартная задача оптимального управления УКМЦ 
состоит в нахождении такого управления u* U, которое 
удовлетворяет соотношению:

G(u*) = max {p0∙П(u)∙q(u) | u U},  (4)

где П(u)- предел по Чезаро матрицы P(h (u)), т. е. П(u) =  
lim n-1∙[E + P(h (u)) +…+ Pn-1(h (u))], n → ∞, q(u) = q(h (u)).

Решение задачи (4) существует и  определяется 
по  процедуре Р. Ховарда, изложенной, например, в  [1]. 
Однако в приложениях часто возникает ситуация, когда 
вероятности h i, j (ui), где i = 1,…, n, j = 1,…, n, известны 
с  точностью до  некоторого интервала, т. е. при каждом 
фиксированном i выполняются соотношения:

h i, j (ui) Ij(ui), h i,1(ui) +…+ h i n (ui) = 1,  (5)

Ij(ui) — числовой интервал [h(1)
 i, j (ui), h(2)

 i, j (ui)], вклю-
ченный в интервал [0, 1].

Из  соотношений (5), (2) и  (3) следует, что каждому 
управлению ui Ui, где i = 1,…, n, соответствует замкнутый 
линейный многогранник (симплекс) D(ui) следующего 
вида:

D(ui) = {hi = [hi,1,…, hi, n+1] |
hi,1+…+ hi, n = 1, hi, j ≥ 0, hi, jIj(ui), j = 1,…, n},  (6)

где

hi, n+1 = h i,1∙сi,1 +…+ h i, n ∙ сi, n, сi, j [–β0,β0], β0 > 0.  (7)

Замечание 1. Из соотношения (5) следует, что вероят-
ностная мера на пространстве траекторий УКМЦ [2, c.11] 
определяется нечётко, т. е. при выбранном управлении 
u U она является элементом некоторого множества S(u) 
вероятностных мер, каждая из которых может в равной 
степени определять решение стандартной задачи.

Если ввести обозначение D(u) = D(u1) x… x D(un), 
то  в  условиях замечания 1 стандартную задачу можно 

трансформировать в  следующую задачу 1: найти такое 
управление u*U, для которого выполняется соотношение:

g(u*) = max {g(u) | uU},  (8)

где

g(u) = inf {p0∙П(h)∙q(h) | h D(u)},  (9)

П(h) — предел по  Чезаро стохастической матрицы 
Р(h), в которой i-ая строка равна [hi,1,…, hi, n], i = 1,…, n, 
а вектор дохода q(h) = [h1, n+1,…, hn, n+1]T, hi, n+1 соотноше-
нием (7).

Замечание 2. Из  (9) и  (8) следует, что g(u) является 
гарантированным доходом при управлении u U, а g(u*) 
является максимальным гарантированным доходом 
на УКМЦ. При этом, именно управление u*U в задаче 1 
объявляется оптимальным управлением УКМЦ с  нечёт-
ко заданной вероятностной мерой на пространстве тра-
екторий этой цепи.

В [2] доказано, что задача 1 эквивалентна задачи 2, т. е. 
управление u*U, для которого выполняются соотноше-
ния (8), (9), удовлетворяет следующим соотношениям:

g1(u*) = max {r(t(u)) | uU}, r(t(u)) = inf {r(h) | h D(u)},  (10)

где

r(h) = П(h)∙q(h).  (11)

Отметим, что из (10) и (11) следует выполнение следу-
ющих векторных соотношений:

r(t(u)) ≤ r(h) для любого h D(u),  (12)

g1(u*) ≥ r(t(u)) для любого uU,  (13)

где неравенства для рассматриваемых векторов по-
нимаются как покомпонентные неравенства. Таким об-
разом, g1(u*) является максимальным вектором гаран-
тированного дохода. При этом управление u* не зависит 
от начального распределения p0.

Ниже излагается процедура, которая решает за  ко-
нечное число итераций задачу 2 для случая, когда ха-
рактеристики D(ui), где ui Ui, i  = 1,…, n, являются зам-
кнутыми линейными многогранниками — симплексами, 
задаваемыми выражением (6).

2. Решение вспомогательных задач

Итерационная процедура решения задачи 2 основы-
вается на  алгоритмах решения ряда вспомогательных 
задач.
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2.1.Вспомогательная задача 2.1

Введём следующее обозначение для множества всех 
стохастических векторов размерности n:

P1, n = {z = (z1,…, zn) | zi ≥ 0, z1+…+ zn = 1}, (14)

и сформулируем первую вспомогательную задачу 2.1.

Задача 2.1. Пусть имеется симплекс D:

 (15)

и пусть имеются две линейные формы, имеющие вид

 (16)

Тогда необходимо найти один из  следующих двух 
элементов, принадлежащих симплексу D:

1. Элемент z(1), который удовлетворяет условию:

F1(z(1))> 0, (17)

2. В  том случае, если F1(z(1)) = 0, найти элемент z(2), 
который удовлетворяет условию:

F2(z(2)) = min {F2(z) | z, F1(z) = 0} > 0.  (18)

В случае, когда элементы z(1)
 и z(2), удовлетворяющие 

условиям (17), (18), не существуют, то будем считать, что 
решение задачи 2.1 отсутствует.

Задача 2.1 решается в соответствии с общим алгорит-
мом симплекс-метода [3].

2.2. Вспомогательная задача 2.2

Задача 2.2. Пусть имеются симплекс D, определяе-
мый выражением (15), и три линейные формы, имеющие 
вид:

 (19)

где z. При этом линейные формы обладают следую-
щим свойством: существует такой элемент, для которого 
выполняются равенства

Fk(t) = 0, k = 1, 2, 3.  (20)

Тогда необходимо найти такие элементы z(1), z(2) и z(3) 
из симплекса D, которые удовлетворяют одному из сле-
дующих трех условий:

1. F1(z(1)) = min {F1(p1)} < 0,  (21)

2.  Если F1(z(1)) = 0, то F2(z(2)) =  
= min {F2(z)F1(z) = 0} < 0,  (22)

3. Если F1(z(1)) = F2(z(2)) = 0, то

F3(z(3)) = min {F3(z), F1(z) = 0, F2(z) = 0} ≤ 0.  (23)

Отметим, что из соотношения (20) следует, что задача 
2.2 всегда имеет решение, которое может быть найдено 
по общему алгоритму симплекс-метода [3].

2.3. Вспомогательная задача 2.3

Ниже ставится и  решается вспомогательная задача 
2.3 по определению основных стационарных характери-
стик однородной конечной Марковской цепи с доходом 
ξ(р0, h), задаваемой начальным распределением р0, ма-
трицей переходных вероятностей P(h) и вектором дохо-
да q(h), где h = (h1,…, hn) Hn hi H, i=1,…, n, H = x [–β0,β0]. 
Отметим, что D(u) является подмножеством множества 
Hn для любого uU.

Задача 2.3. Пусть имеется однородная Марковская 
цепь с доходом ξ(р0, h), которая имеет n(h) эргодических 
классов состояний, где n(h){1,…, n}. Необходимо опре-
делить стационарные характеристики этой цепи где = 
П(h)∙q(h), П(h)- предел по Чезаро матрицы P(h), — вектор 
первого «веса», — фундаментальная матрица Марков-
ской цепи ξ(р0, h), — вектор второго «веса».

Ниже приводится алгоритм 2.3 решения задачи 2.3, 
основанный на  решении рекуррентных систем линей-
ных уравнений, приведенных в разделе 2.3.2 [2].

Алгоритм 2.3 определения стационарных характери-
стик представляет собой следующую двухшаговую вы-
числительную процедуру.

Шаг 1. Для каждого m-го эргодического класса состо-
яний однородной Марковской цепи ξ(р0, h), где опреде-
ляются (рекуррентно по k = 1, 2, 3) величины: ck

mи w0
k,i как 

единственное решение системы линейных уравнений

 (24)

где Jm(h) — множество состояний, образующее m-й 
эргодический класс, b0

i  = qi(h)— i-я компонента векто-
ра q(h), bi

1 = –w0
1,i, bi

2 = –w0
2,i, pi,j — соответствующий эле-

мент матрицы P(h) и одно любое равно нулю.

Далее, положив ri = c1
m, w1,i = w0

1,i + c2
m, w2,i = w0

2,i +c3
m,  

если i ∈ Jm(h), перейдем к реализации второго шага ал-
горитма.
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Шаг 2. Для класса невозвратных состояний Марков-
ской цепи ξ(р0, h) определяются величины:

2.1. ri и w1,i, где i ∈ J0(h) как единственное решение 
системы линейных уравнений:

 (25)

где w1,j, rj — величины, определенные на шаге 1,

2.2. w2,i, i ∈ J0(h) как единственное решение системы 
линейных уравнений: 

 (26)

где величина w2,j при опре-
деляется на  шаге 1 алгоритма 2.3. Действие алгоритма 
завершается.

Таким образом, по  алгоритму 2.3 определяются три 
вектора 

.

1.4.  Вспомогательная  
задача 2.4

Ниже ставится задача 2.4, решение которой пред-
ставляет собой основу итерационной процедуры реше-
ния исходной задачи 2 оптимального управления, опре-
деляемой выражением (10).

Задача 2.4. Пусть имеется управление

.

Тогда в  множестве , 
D1(u1), где — симплекс, определяемый выражением (6), 
i = 1, .. , n необходимо найти такой элемент t(u), для ко-
торого справедливо выражение

 (27)

В  разделе 4.3 [2] доказывается, что t(u) существует 
в  каждом множестве, где, и  является 1-минимальным 
элементом в  множестве D(u), т. е. для t(u) выполняется 
соотношение: 

 (28)

Следующий алгоритм 2.4, основанный на  решении 
задач 2.2 и 2.3, позволяет решить задачу 2.4. Алгоритм 
2.4 представляет собой итерационную пошаговую про-
цедуру, в которой на каждом m-ом шаге (m = 0, 1, 2…, 
m0) производятся следующие вычислительные дей-
ствия.

1. Для имеющегося элемента h(m) ∈ D(u), где h(0) — лю-
бой элемент из множества D(u), по алгоритму 2.3 опре-
деляются векторы 

2. Для каждого i, где i = 1, .. , n, по алгоритму 2.2 ре-
шается задача 2.2, где  — симплекс, определя-
емый выражением (6), t = h(m) — элемент, для которого 
выполняются равенства (20), z = pi(hi),

 (29)

ei — n-мерный вектор-строка, в котором i-я компо-
нента равна единице, а остальные — нулю.

Возможные варианты решения задачи 2.2 имеют вид:
2.1. Если F1(z(2)) < 0, то положить: hi

(m+1) = z(1).
2.2. Если F1(z(2)) = 0, F2(z(2)) < 0, то положить: hi

(m+1) = z(2).
2.3. Если F1(z(3)) = F2(z(3)) = 0, F3(z(3)) < 0 то положить: 

hi
(m+1) = z(3).

2.4. Если F1(z(1)) = F2(z(2)) = F3(z(3)) = 0, то  положить: 
hi

(m+1) = z(m).

В результате выполнения действий пункта 2 возмож-
ны следующие исходы:

 ♦ hi
(m+1) = h(m), тогда полагаем и действие алгоритма 

2.4 прекращается;
 ♦ hi

(m+1) ≠ h(m), тогда делается переход к следующему 
(m+1)-му шагу алгоритма 2.4.

С помощью алгоритма 2.4 в множестве 

, 

где u ∈ U, за конечное число m0 итераций определя-
ется минимальный элемент t(u), т. е. элемент, для которо-
го справедливо выражения (27), (28).

3. Решение задач 1 и 2

Ниже приводится итерационная процедура, позво-
ляющая отыскать за  конечное число итераций опти-
мальное управление u*, для которого выполняется соот-
ношение (10) и, следовательно (7), (8), т. е. эта процедура 
решает как задачу 2, так и задачу 1.
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Итерационная процедура представляет собой поша-
говую процедуру, в  которой на  каждом k-ом шаге, где  
k = 0, 1,…, ω, производятся следующие действия.

1. Для управления выбирается произвольно из мно-
жества U, в множестве D(с помощью алгоритма 2.4 вы-
числяется элемент и  по  алгоритму 2.3. вектора r(t(k)), 
w1(t(k)), w2(t(k)). Далее осуществляется переход к пункту 2 
этой процедуры;

2. Для каждого i, где i = 1, …, n, и для каждого ui при-
меняется алгоритм решения задачи 2.1, где — симплекс, 
определяемый выражением (6), z = pi(hi), n-мерный век-
тор-строка, в  котором i-я компонента равна единице, 
а  остальные — нулю. При этом возможны следующие 
исходы:

2.1. Если отыскивается такое управление ui для кото-
рого решение задачи 2.1 существует, то:

2.1.1. Если F1(z(1)) = , то ui
(k+1) = z(1).

2.1.2. Если F1(z(2)) = 0, F2(z(2)) = min {F2(z) | z, F1(z) = 0} > 0,  
ui

(k+1) = z(2).

2.2. Если для управления ui ∈ Ui решение задачи 2.1 
не существует, то полагаем ui

(k+1) = ui
(k).

В результате вычислений по пункту 2 возможны сле-
дующие исходы:

А. Если ui
(k+1) = ui

(k) для каждого i, где i = 1, …, n, то по-
лагаем u*= (u1

(k),…, un
(k)) ∈ U, и действие процедуры пре-

кращается.

Б. Если ui
(k+1) ≠ ui

(k) хотя бы для одного i, где i = 1, …, n,  
то делается переход к следующему (k+1)–му шагу п. 1 на-
стоящей процедуры.

В результате осуществления изложенной итерацион-
ной процедуры строится конечная последовательность 
управлений {, k=1,…, ω} из  множества U, для которой 
выполняются соотношения

r(t(k-1)) < r(t(k)) k = 1,…, ω,  (30)

где t(ν) = t(u(ν)) — минимальный элемент в множестве 
D(u(ν)), ν = 0,…, ω.

При этом из теоремы 1 (п. 2.2) раздела 8.2 и процеду-
ры 1 раздела 5.2 [2] непосредственно следует, что полу-
ченное управление u*= u(ω) является решением задачи 2 
и, следовательно, задачи 1.
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