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Аннотация. В  статье предложен подход, улучшающий на  коротких вы-
борках качество псевдослучайных числовых последовательностей. 
Проведена дискретная аппроксимация непрерывной функции распреде-
ления. Изучены различные правила построения гистограмм. Создан ал-
горитм, формирующий наилучшее (по  критерию согласия) равномерное 
распределение на  коротких выборках. Показаны способы применения 
алгоритма для генерации других распределений.
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Генераторы псевдослучайных чисел (ГПСЧ) встро-
ены практически во  все алгоритмические языки 
программирования высокого уровня. Они актив-

но используются программистами для создания псев-
дослучайных числовых последовательностей. Однако 
эти генераторы по своим заявленным характеристикам 
часто не  соответствуют реальным результатам, полу-
ченным при их исследовании. В результате созданные 
псевдослучайные последовательности оказываются 
лишь приблизительно похожими на те, что необходимы 
для моделирования и  последующего использования 
случайных процессов в  различных приложениях, на-
пример, при проектировании и  исследовании цифро-
вых систем обработки информации и  управления. До-
стоверность вероятностных исследований с  помощью 
таких генераторов из-за неточностей характеристик 
ГПСЧ оказывается существенно ниже, чем если  бы ха-
рактеристики совпадали с заявленными.

Типичным примером, подтверждающим это тезис, 
является широко распространённый генератор псев-
дослучайных чисел, распределённых в  ограниченном 
интервале от 0 до верхней границы. Обычно этот ГПСЧ 
называется rand [1–3]. Программисты часто используют 
этот генератор как генератор равномерно распреде-
лённых псевдослучайных чисел, хотя известно, что рас-
пределение чисел, вырабатываемых этим генератором, 

можно считать равномерным лишь условно, с  некото-
рой степенью приближения. Однако в тех случаях, ког-
да программист сам моделирует псевдослучайную по-
следовательность с  распределением желаемого типа 
(нормального, экспоненциального, и  т. п.) на  основе 
равномерного распределения, он часто использует та-
кой ГПСЧ вместе с известным алгоритмом, преобразу-
ющим равномерное распределение [4] в какое-нибудь 
иное распределение [5, 6]. В результате характеристики 
полученных распределений сильно расходятся с  тео-
ретически ожидаемыми.

Интересно заметить, что, даже в  некоторых учеб-
никах по  языкам программирования, распределения, 
генерируемые такими ГПСЧ, называют равномерными. 
На самом деле, эти распределения не являются равно-
мерными, а  оказываются лишь ограниченными в  за-
данных интервалах. Примером служат методы класса 
Random библиотеки классов языка программирования 
Java [2], называемые методами, генерирующими равно-
мерно распределённые числа.

Большинство ГПСЧ вырабатывают детерминиро-
ванную псевдослучайную последовательность: при 
одинаковых стартовых условиях получаются одина-
ковые последовательности чисел [7–9]. Современные 
детерминированные ГПСЧ имеют структуру П. Лекуера, 
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предложенную в 1994 году [8]: конечный набор состоя-
ний, вероятностное распределение в пространстве со-
стояний, используемое для выбора начального состо-
яния, функция перехода из одного состояния в другое, 
а также пространство выходных значений. Текущее со-
стояние задаётся рекуррентной формулой. Числовые 
последовательности на  выходе называют псевдослу‑
чайные числа. Из анализа структуры следует, что гене-
рируемая последовательность ещё и  периодическая, 
Период ГПСЧ есть наименьший порядковый номер ге-
нерируемого числа, после которого псевдослучайная 
последовательность начинает повторяться.

С  позиции практического использования каждый 
ГПСЧ должен отвечать широко известным требовани-
ям, а именно:

А)  Каждое новое генерируемое число создаваемой 
псевдослучайной последовательности не  долж-
но быть очевидным и предсказуемым.

Б)  Все числа ГПСЧ должен вырабатывать с  одной 
и той же вероятностью, если последовательность 
генерируемых псевдослучайных чисел в  идеале 
должна иметь равномерную плотность распре-
деления вероятностей. Если некоторые числа 
генерируются чаще, чем другие, то  это снижает 
степень их случайности и  повышает уровень их 
предсказуемости.

В)  Последовательность псевдослучайных чисел 
должна быть хорошо распределена по  своему 
диапазону. А именно: маленькие, средние и боль-
шие числа должны вырабатываться настолько 
случайно, насколько это возможно. ГПСЧ, кото-
рый вырабатывает, к примеру, сперва все малень-
кие числа, а затем все большие, генерирует весь-
ма предсказуемую последовательность.

Г)  Так как все ГПСЧ на  практике являются цикличе-
скими, период этого циклического повторения 
чисел псевдослучайной последовательности в ка-
чественном ГПСЧ должен быть максимально боль-
шим.

Задача создания ГПСЧ, который вырабатывал  бы 
строго равномерно распределённые числа, на  сегод-
няшний день является весьма сложной.

Среди современных ГПСЧ широко известен гене-
ратор, именуемый вихрь Мерсенна. Алгоритм вихрь 
Мерсенна генерирует числовую последовательность 
с большим периодом (219937–1), и обладает рядом досто-
инств в  сравнении с  ГПСЧ, использующими линейный 
конгруэнтный метод [9].

Важно отметить, что все широко известные подхо-
ды к  генерации равномерно распределённых псев-
дослучайных чисел позволяют сформировать близкое 

к  равномерному распределение только при достаточ-
но большой длине выборки. Хорошие результаты с по-
зиции соответствия равномерному закону распределе-
ния бывают, например, у выборки длиной десять тысяч 
(10000) шагов и более. Однако имеется много приклад-
ных задач обработки информации и управления, когда 
длина выборки составляет менее тысячи шагов (<1000) 
(две-три сотни, например, или немногим более). Это так 
называемые терминальные задачи [10, 11].

Терминальными системами управления называют 
динамические системы, переходящие из  некоторого 
начального состояния в заданное конечное состояние. 
Время перехода из одного состояния в другое конечно 
(заранее известно или определяется в  реальном вре-
мени из каких-либо дополнительных соображений) [10, 
11]. Команды управления, как правило, формируются 
из  текущих неполных и  неточных измерений. Так как 
эти измерения подлежат обработке, то, в  результате, 
рассматривают терминальные системы обработки ин-
формации и управления.

К  терминальным системам обработки информации 
и  управления могут быть отнесены автоматические 
системы разгона и  торможения транспортных объек-
тов, системы сближения, парковки и  маневрирования 
движущихся объектов, и  т. п. Работа подобных систем 
имеет чётко выраженные начало и  конец, в  отличие, 
например, от  систем автоматического регулирования. 
Время функционирования терминальных систем часто 
бывает очень коротким. Так как в  цифровых системах 
дискретное время измеряется в целых шагах, то коли-
чество шагов по  времени может ограничиваться все-
го несколькими сотнями. Точность характеристик тех 
псевдослучайных процессов, которые моделируют 
случайные воздействия на систему и случайные поме-
хи измерений, в этом случае может оказаться недоста-
точной, если используются общеизвестные встроенные 
ГПСЧ.

Наиболее наглядно невысокое качество общеиз-
вестных и  широко распространённых ГПСЧ в  терми-
нальных задачах можно увидеть на гистограммах гене-
рируемых ими распределений псевдослучайных чисел. 
Согласно стандарту ГОСТ Р 50779.10–2000 (Статистиче-
ские методы. Вероятность и основы статистики. Терми-
ны и определения) гистограмма «… есть графическое 
представление распределения частот для дискретной 
случайной величины, образуемое набором столбцов 
равной ширины, высоты которых пропорциональны 
частотам появления чисел в  заданных интервалах…». 
Сравнение разных гистограмм реальных псевдослу-
чайных числовых последовательностей с  их идеаль-
ными аналогами позволяет сделать вывод о  качестве 
функционирования изучаемых ГПСЧ. Это сравнение 
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фактически является одним из  возможных критериев 
согласия, используемых для качественной проверки 
того, что генератор работает правильно.

Критерий согласия, как известно, есть такое стати-
стическое правило, по  которому на  основе имеющей-
ся выборки некоей случайной величины принимается 
гипотеза о  том, что эта исследуемая случайная вели-
чина подчиняется заданному закону распределения. 
Этот метод позволяет оценить степень различий между 
полученным при статистических испытаниях фактиче-
ским количеством попаданий числа в заданный интер-
вал и их теоретически ожидаемым количеством [12, 13].

Так как построенная в  результате статистических 
испытаний гистограмма есть лишь приближённое от-
ражение плотности распределения, то для построения 
гистограмм важен выбор наилучшего разбиения: при 
увеличении ширины интервалов разбиения вдоль оси 
абсцисс снижается детализация определения плотно-
сти распределения, а  при уменьшении ширины этих 
интервалов падает точность вычисленного значения 
плотности распределения.

Существуют разные правила выбора количества ин-
тервалов n:

в [9, 14, 15] применяется правило Стёрджеса  
n1 = 1 + [log2N],  (1)

в [14, 16] рекомендуют формулу «квадратного корня»  
n2 = [√N]   (2)

в [14, 17] рекомендуется формула Брукса и Каррузера  
n3 = 5∙[lg N],  (3)

в [14, 18] Таушанов З., Тонева Е., Пенова Р. предлагают  
n4 = 4∙[lg N],  (4)

в  [14, 19] Тонева Е. рассматривает формулу  
n5 = 5∙[lg N] — 5,  (5)

где — N общее число наблюдений величины, а [x] —  
целая часть числа x.

Таблица 1 построена по формулам (1)-(5). В ней по-
казано, на  какое число интервалов ni следует делить 
гистограмму, и  сколько (в  среднем) попаданий [N/ni] 
псевдослучайных чисел в каждый интервал, где i — но-
мер формулы. Здесь число N задаётся как натуральная 
степень числа два последовательно от 26 до 217: 

Общей для всех правил является тенденция увели-
чения среднего количества попаданий в интервал [N/
ni] с  сростом размера выборки. Видно, что формулы 
(4) и (5) плохо подходят для самых коротких выборок. 
Правило «квадратного корня» всегда предлагает са-
мое большое количество интервалов и,  по  этой при-
чине, лучше подходит для самых коротких выборок 
(N=100 или N=225), а  при большом числе N не  очень 
удобно. При увеличении N до 500 или до 1000 удобно 
использовать правило Стёрджеса или формулу Брукса 
и  Каррузера. Для N свыше 1000 и  до  10000 уже под-
ходят формулы (4) и (5). Ближе к 100000 все формулы, 
кроме «квадратного корня» дают очень близкие ре-
зультаты.

Общеизвестно и  очевидно: увеличение количества 
испытаний N оказывает сглаживающее влияние на  ха-
рактер гистограммы. В  этом случае уже не  столь важ-
но, какое было применено правило выбора количества 
интервалов. Поэтому в научной литературе часто при-
водят примеры гистограмм без указания того, какое 
правило выбора количества интервалов использова-
лось. Однако в  терминальных задачах длина выборки 
невелика и правило выбора числа интервалов весьма 
важно.

Таблица 1. Расчёт количества интервалов у гистограмм по формулам (1) — (5)
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На Рис.  16 показан график псевдослучайной по-
следовательности, которая создана улучшенным ГПСЧ 
и соответствует гистограмме на Рис. 15. Видно, что гра-
фик x(k) имеет случайный характер несмотря на  иде-
ально ровную гистограмму этой последовательности. 
Внешний вид графика на  Рис.  16 никак не  указывает 
на  то, что каждое число x(k) в  исследуемой выборке 
встречается ровно один раз. Замечательно также то, 
что идеальный характер гистограммы на Рис. 15 никак 
не изменится при использовании любого из пяти выше-
названных правил разбиения.

Исследование характеристик улучшенного ГПСЧ 
с  идеальным равномерным распределением показы-
вает, что можно добиться качественного улучшения 
распределений на  коротких выборках, если эти рас-
пределения будут созданы из  равномерных вышена-
званным методом обратной функции [5]. На  Рис.  17 
график текущего математического ожидания после-
довательности с  Рис.  16, возможность использования 
которого описана выше в комментариях к предложен-
ному подходу.

Для более полного представления о псевдослучай-
ной последовательности

следует выполнить её частотный анализ. Формула 
амплитудного спектра A(u):

где 

u — частота от 0 до N–1, x(k) — числовая последова-
тельность, а k — шаг по времени.

На Рис. 18 показан амплитудный спектр улучшен-
ной последовательности, график которой приведён 
на  Рис.  16. Качественный анализ спектра позволяет 
сделать вывод, что, хотя этот спектр и  не  является 
спектром дискретного белого шума, таким спектром 
обладают большинство равномерных ГПСЧ. В  спек-
тре на  Рис.  18 нет преимущественных участков. 
Он не  является ни  красным, ни  синим, ни  зелёным, 
ни  серым, ни  каким-либо иным типовым цветным 
спектром.

Улучшенный генератор позволяет повысить каче-
ство создаваемых на  его основе распределений. Ги-
стограмма на Рис. 19 демонстрирует высокое качество 
распределения, полученного вычислением экспонен-

циально распределённого числа y из равномерно рас-
пределённого числа x по формуле 

. 

Поверх гистограммы построен график функции 
плотности распределения .

Если сравнить Рис.  19 с  Рис.  20, где представлена 
гистограмма такого  же распределения, созданного 
тем же методом обратного преобразования, но из чи-
сел, генерируемых ГПСЧ rand или mersenne, показан-
ных на  Рис.  5 и  Рис.  6, то  можно видеть, что на  малой 
выборке эта гистограмма не отражает экспоненциаль-
ное распределение (не  удовлетворяет критерию со-
гласия).

Гистограмма нормального (гауссовского) распре-
деления, созданного при использовании ЦПТ теории 
вероятностей [4] на основе улучшенного ГПСЧ (с иде-
альным равномерным распределением) показана 
на Рис. 21. В сравнении с гистограммой на Рис. 10 ка-
чество несколько лучше. Также существенно лучше, 
чем гистограммы на Рис. 11 и Рис. 12 (созданные на ос-
нове ГПСЧ rand и  mersenne) гистограммы на  Рис.  22 
и  Рис.  23, полученные на  основе улучшенных ГПСЧ 
с  помощью ПБМ. Во  всех таких случаях применение 
улучшенных ГПСЧ приводит к  повышению качества 
гистограмм, приближающемуся к  идеальному. Гораз-
до лучший результат (почти идеальный) даёт исполь-
зование вместе с улучшенным ГПСЧ метода обратного 
преобразования [5]. Гистограммы же, отражающие ре-
зультаты использования ПБМ и ЦПТ вместе с улучшен-
ным ГПСЧ, хоть и становятся несколько лучше, но оста-
ются далёкими от  идеала. Объяснить это можно тем, 
что метод обратного преобразования [5] использует 
только один псевдослучайный процесс, плотность 
распределения которого преобразуется из равномер-
ной согласно заданной функции распределения. При 
применении  же ЦПТ и  ПБМ используются несколько 
псевдослучайных последовательностей в одной фор-
муле. Дискретная аппроксимация непрерывной функ-
ции, указанная в  (I), ухудшает результат применения 
ПБМ и  ЦПТ, рассчитанных на  взаимодействие двух 
и более случайных величин с непрерывными распре-
делениями.

Недостаточно высокое качество полученных га-
уссовских распределений, генерируемых на  основе 
улучшенных ГПСЧ (в сравнении с высоким качеством 
полученных гистограмм равномерного и  экспонен-
циального распределений) не  является фатальным, 
так как предлагаемый подход допускает создание 
любого желаемого распределения на  основе ГПСЧ 
типа rand и  mersenne путём наложения маски M(k) 
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(дискретной функции распределения), как было ска-
зано выше в (I).

В  итоге следует сказать, что представленный алго-
ритм (1) — (6) в рамках предлагаемого подхода (I) — (II) 
не  является новым генератором псевдослучайных чи-
сел. Это подход, улучшающий характеристики извест-
ных ГПСЧ в конкретных задачах. Его нельзя применять, 
например, для защиты информации в алгоритмах шиф-
рования. Но предложенный подход весьма эффективен 
для очень точного моделирования коротких выборок 
случайных возмущений динамических систем и случай-
ных помех измерений в терминальных задачах.

Ограничением подхода является требование допол-
нительной памяти для хранения значений дискретной 
аппроксимирующей функции M(k). Но,  при малых вы-
борках, это требования сколько-нибудь существенного 
влияния не оказывает.

Конструктивной является общая идея формирова-
ния и улучшения ГПСЧ не с общетеоретических пози-
ций, а  с  точки зрения специфики конкретной задачи. 
Развивая эту идею, можно генерировать псевдослу-
чайные числа с идеальным частотным спектром, ана-
логично числам с идеальной плотностью распределе-
ния.
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