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Аннотация. В работе найдены аналитические соотношения для компонент 
матрицы Кориолиса полностью учитывающего теорию изгиба Тимошенко 
трехмерного балочного конечного элемента. Использование такого эле-
мента позволяет проводить численное моделирование, например, компо-
нентов микромеханических датчиков инерциальной информации, с учетом 
возникающих при их эксплуатации сил инерции.
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Введение

С развитием науки и  техники возросли требо-
вания к  точности моделирования различных 
процессов, проходящих в  различных приборах, 

датчиках и  их компонентах при различных условиях 
эксплуатации. Более того принцип действия некото-
рых типов датчиков, например микромеханических ги-
роскопов, основан на  возникновении сил Кориолиса 
и  на  возбуждении вынужденных колебаний на  часто-
тах, близких к  резонансным [1]. Поэтому при числен-
ном моделировании таких датчиков важно, во-первых, 
учитывать влияние на их динамику сил инерции Кори-
олиса и, во-вторых, использовать конечные элементы, 
в  полной мере реализующие неклассическую теорию 
изгиба Тимошенко, которая, в отличие от теории Эйле-
ра-Бернулли, может использоваться для балок, совер-
шающих колебания на  частотах, близких к  резонанс-
ным [2].

Постановка задачи

Для построения матрицы Кориолиса рассмотрим 
балочный конечный элемент (КЭ) постоянного попереч-
ного сечения и длины L (рис. 1). Определим два узла — 
в центре левого и правого торца соответственно.

Введем локальную систему координат (xyz), начало 
которой поместим в первом узле. Ось х направим по оси 
КЭ, оси y и z — по главным осям инерции поперечного 
сечения. КЭ будет иметь 12 степеней свободы — q q1 7,  — 
продольное перемещение 1 и 2 узла вдоль оси x; q q2 8,  
и  q q3 9,  — поперечное перемещение узлов в направле-
нии оси y и z соответственно; q q4 10,  — углы кручения 
вокруг оси x; q q5 11,  и  q q6 12,  — углы изгиба в плоскости 
(xz) и (xy) соответственно (рис. 1). Также введем в рас-
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Рис. 1. Трехмерный элемент и узловые 
перемещения
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смотрение инерциальную систему координат (XYZ), 
в которой с угловой скоростью 

ω ω ω ω=  x y z

T

 вращается КЭ.

Уравнение движения, учитывающее вращение КЭ, за-
писанное в подвижной системе координат (xyz) извест-
но и имеет вид [3,4]:

M q C q K S q Fe e e e e( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 + + −( ) =   (1)

где M e( ) — матрица масс КЭ; C e( ) — матрица Кори-
олиса, отражающая влияние гироскопических сил (ма-
трица Кориолиса); K e( )  — матрица жесткости; S e( )

—  
центробежная матрица, выражающая влияние центро-
бежных сил на динамику КЭ; q — вектор узловых пере-
мещений КЭ.

Построение матрицы Кориолиса

Для построения матрицы Кориолиса рассмотрим 
КЭ как механическую систему, состоящую из деформи-
руемого твердого тела, находящегося под воздействи-
ем внешней нагрузки и  гироскопических сил. Тогда, 
принимая узловые перемещения конечного элемента 
за  обобщенные координаты и  не  учитывая демпфиро-
вание, уравнения Лагранжа 2го рода для КЭ запишутся 
в виде [5]:
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где  — обобщенные силы, N = 12 — число степеней 
свободы КЭ, L = −T �П  — лангражиан, Т и П — кинети-
ческая и потенциальная энергии соответственно.

Известно [3], что потенциальную энергию П системы 
без демпфирования, можно представить в виде квадра-
тичной формы по обобщенным координатам:

П� q qi j i j
i j

= ∑12 κ ,
,
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Кинетическая энергия рассматриваемой системы 
во  вращающейся системе координат записывается 
в виде интеграла по объему V балки [6]:
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Кинетическую энергию (8) также можно представить 
в  виде разложения по  обобщенным скоростям и  коор-
динатам, как было показано в [7]:
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Тогда, в соответствии с  (3) и  (5) с учетом выражения 
(2), получим следующую систему уравнений:
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Записывая систему уравнений (7) в матричном виде 
и сравнивая с матричным уравнением (1), получаем, что 
компоненты матриц M(e), C(e), K(e), S(e) находятся приве-
дением соответствующих выражений для кинетической 
и потенциальной энергий к разложению по узловым пе-
ремещениям и/или скоростям.

Так, для определения компонентов матрицы Корио-
лиса C(e), необходимо привести вид T(1)к виду (6), и вы-
числить её компоненты по формуле:

ci,j = c~i,j – c~j,i (8)

где ci,j — будут компонентами матрицы Кориолиса,  
c~i,j — коэффициенты в разложении T(1) по узловым коор-
динатам и скоростям.

Отметим, что матрица Кориолиса C(e) будет кососим-
метрической, так как ее компоненты определяются в со-
ответствии с (8).

Матрица Кориолиса будет иметь следующий вид  
(стр. 15), где компоненты определяются следующими  
соотношениями:
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где AIp yy 2 , AIp zz 2  - квадраты радиусов инерции 

поперечного сечения; x L  ;  1 1z z   ;  1 1y y   ;

212z zEI kAGL  ; 212y yEI kAGL  ; E – модуль Юнга; G – модуль 

сдвига; А – площадь поперечного сечения; k – коэффициент сдвига, 

вводимый в теории Тимошенко и учитывающий нелинейность 

распределения нормальных продольных и поперечных напряжений в 

поперечном сечении; Iz, Iy – осевые моменты инерции поперечного 

сечения; L – длина элемента. 

Моделирование 

Проверка полученных выражений для компонент матрицы 

Кориолисе была  проведена с помощью  специализированного 

программного обеспечения [9] и сравнением результатов с данными, 

полученными при расчете в программе ANSYS.    

Рассматривался простейший вибрационный гороскоп, моделью 

которого может служить консольная балка (рис. 2а) постоянного 

квадратного сечения с параметрами [8] 𝐸𝐸 = 190 ГПа, ν = 0.266, L= 164 

мкм,  h=1 мкм. 
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Матрица Кориолиса



16 Современная наука: актуальные проблемы теории и практики

ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, МЕТРОЛОГИЯ  
И ИНФОРМАЦИОННО-ИЗМЕРИТЕЛЬНЫЕ ПРИБОРЫ И СИСТЕМЫ

где p I Ay y
2 = , p I Az z

2 =  — квадраты радиусов 
инерции поперечного сечения;

ξ = x L ; µz z= +( )1 1 Υ ; µ y y= +( )1 1 Υ ;

Υ z zEI kAGL=12 2
;Υ y yEI kAGL=12 2

;

 E — модуль Юнга; G — модуль сдвига; А — площадь 
поперечного сечения; k — коэффициент сдвига, вводи-
мый в теории Тимошенко и учитывающий нелинейность 
распределения нормальных продольных и поперечных 
напряжений в поперечном сечении; Iz, Iy — осевые мо-
менты инерции поперечного сечения; L — длина эле-
мента.

Моделирование

Проверка полученных выражений для компонент 
матрицы Кориолисе была проведена с помощью специа-
лизированного программного обеспечения [9] и сравне-
нием результатов с данными, полученными при расчете 
в программе ANSYS.

Рассматривался простейший вибрационный горо-
скоп, моделью которого может служить консольная бал-
ка (рис. 2а) постоянного квадратного сечения с параме-
трами [8] E = 190 ГПа, ν = 0.226, L = 164 мкм, h = 1 мкм.

Первая собственная частота такой балки составит 
54913 Гц, согласно расчетам, проведенным как с  помо-
щью разработанного математического и  программного 
аппарата, так и в ANSYS.

К незакрепленному торцу балки приложена сила P(t) 
в направлении оси y, изменяющаяся по гармоническому 
закону с  амплитудой Ap = 80 нН и  частотой вынужден-
ных колебаний, равной первой собственной частоте: fp = 
54914 Гц. Предположим, что рассматриваемый гироскоп 
вращается с переносной угловой скоростью 

ωx = 100 рад/с. Демпфирование задавалось путем 
ввода в  уравнение (1) матрицы демпфирования, пред-
ставляющей собой линейную комбинацию матрицы масс 
и матрицы жесткости, при этом коэффициенты этой ком-
бинации подбирались так, чтобы амплитуда первичных 
колебаний составляла 20 мкм

Коэффициент сдвига при численных расчетах вычис-
лялся по формуле [2]:

k = −
+

−
+

3
2

3
10 1

3
4 1( ) ( )ν

ν
ν

где ν — коэффициент Пуассона.

На  рис.  2б, в  приведены результаты моделирова-
ния с  шагом 2∙10–7с с  помощью специализирован-
ного программного обеспечения [10]. На рис. 3б по-
казаны возникающие под действием вынуждающей 
силы P(t) колебания в плоскости (xy). На рис. 3в при-
веден график колебаний, возникающий в  плоскости 
(zx) при наличии угловой скорости вращения ωx =  
= 100 рад/с.

Максимальное значение прогиба uy в плоскости (xy) 
составило 21.339 мкм, максимальное значение прогиба 
uz в плоскости (xz) равно 0.0357 мкм.

Соответствующие значения, полученные при гар-
моническом анализе в ANSYS с аналогичными параме-
трами, равны 20.898 мкм и 0.0339 мкм. Таким образом, 
отличие значений, полученных с помощью разработан-
ного в данной работе математической модели и специ-
ализированного программного обеспечения [9], 
и  значений, полученных в  результате моделирования 
в ANSYS, составляет менее 5%, что позволяет говорить 
о  правильности полученных соотношений для матри-
цы Кориолиса.

а) б) в)

Рис. 2. Схема простейшего вибрационного гироскопа (а); 
 первичные колебания (б) и вторичные колебания (в) при ωx = 100 рад/с
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ПРИБОРОСТРОЕНИЕ, МЕТРОЛОГИЯ  
И ИНФОРМАЦИОННО-ИЗМЕРИТЕЛЬНЫЕ ПРИБОРЫ И СИСТЕМЫ

Заключение

Разработанная матрица Кориолиса, совместно с разра-
ботанными в работе [7], представляет собой основу матема-
тической модели на основе теории Тимошенко трехмерно-
го конечного элемента с двенадцатью степенями свободы. 
Этот элемент может быть использован для решения широ-
кого круга задач статики и динамики, в том числе и при воз-

никающем гироскопическом эффекте, например, в области 
разработки и исследования микромеханических датчиков 
инерциальной информации и создания специализирован-
ных программных комплексов, обеспечивающих, в отличие 
от  универсальных программных комплексов с  закрытым 
программным кодом типа ANSYS, прозрачность реализа-
ции алгоритмов, полный контроль над ходом вычислений 
и существенно более низкую стоимость.
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