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Аннотация. Математическое моделирование динамики дискретных систем 
фазовой синхронизации является творческим процессом и подразумевает 
использование математических моделей различной степени сложности. Как 
правило, сложность математической модели связана, в  основном, с  раз-
мерностью задачи и конструкцией пространства состояний. Таким образом, 
целесообразность использования того или иного метода ее исследования 
диктуется соображениями, связанными с  простотой применения метода 
и приемлемой точностью получающихся результатов.
В настоящей работе приводятся результаты исследования динамики син-
тезатора частоты с  импульсным частотно-фазовым детектором методом 
точечных отображений. Этот метод учитывает специфику рассматриваемой 
системы, а  именно: скачкообразно изменяющийся характер структуры 
уравнений, описывающих динамику системы. Приведенная математиче-
ская модель использует три фазовых подпространства, соответствующих 
кусочному постоянству сигнала управления. Особое значение придается 
изучению возможных переходов траектории системы между подпростран-
ствами.

Ключевые слова: дискретная система фазовой синхронизации, синтезатор 
частот, математическая модель, метод точечных отображений, фазовое 
подпространство.
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Summary. Mathematical modeling of the dynamics of discrete phase 
synchronization systems is a creative process and involves the use of 
mathematical models of varying degrees of complexity. Typically, the 
complexity of a mathematical model is mainly related to the dimension 
of the problem and the design of the state space. Thus, the advisability of 
using one or another method for its study is dictated by considerations 
related to the ease of application of the method and the acceptable 
accuracy of the resulting results.
This paper presents the results of studying the dynamics of a frequency 
synthesizer with a pulsed frequency-phase detector using the point 
mapping method. This method considers the specifics of the system under 
consideration, namely: the abruptly changing nature of the structure of 
the equations describing the dynamics of the system. The presented 
mathematical model uses three phase subspaces corresponding to 
piecewise constancy of the control signal. Importance is attached to the 
study of possible transitions of the system trajectory between subspaces.
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Введение

Настоящая работа связана с  практически важной 
прикладной задачей реализации надежной радио-
связи [1,2], в основе которой лежит использование 

управляемых синтезаторов частот (СЧ) [3], построенных 
на  базе импульсных систем фазовой синхронизации. 
В таких системах используется широтно-импульсная мо-
дуляция (ШИМ) управляющего сигнала, и поэтому их ма-
тематические модели (ММ) являются частным случаем 

систем с переменной структурой (СПС), порядок смены 
дифференциальных уравнений в которых определяется 
динамическими свойствами фазовых траекторий дви-
жения. Именно в  силу этого обстоятельства изучение 
динамики ММ таких СЧ осуществляется на основе при-
менения метода точечных отображений [4]. С  методо-
логической точки зрения метод точечных отображений 
органически объединяет в  единое целое и  специфику 
математической модели, и свойства поведения фазовых 
траекторий как в локальном, так и в глобальном плане.
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В работе [5] была сделана попытка получения каче-
ственных сведений нелокального характера об особен-
ностях динамических процессов в  системах синхрони-
зации, использующих принцип широтно-импульсной 
модуляции управляющего сигнала. В качестве конкрет-
ного примера была взята схема синтезатора частоты 
(СЧ) с  импульсным частотно-фазовым детектором типа 
ИЧФД3Н [3] и  идеальным астатическим фильтром. Од-
нако, несмотря на  использование общеметодологиче-
ского подхода к описанию процессов на основе метода 
точечных отображений, построение соответствующих 
функций точечных отображений с  использованием ин-
женерного подхода, основанного на  описании харак-
терных осциллограмм процессов, не позволило в связи 
с быстрым нарастанием трудностей при анализе, осуще-
ствить разбиение пространства параметров на области 
существования движений различной сложности.

В настоящей работе строится математическая мо-
дель системы управления работы [5]. Получение общих 
результатов оказалось возможным за  счет распростра-
нения подхода к  анализу систем с  широтно-импульс-
ной модуляцией систем управления, апробированного 
в [6,7], на системы с разрывным предельным циклом [8; 
9, c.34–42.].

Математическая модель синтезатора частоты, 
использующая фазовые подпространства

Для наглядности представления предельного пере-
хода от  системы с  неидеальным астатизмом к  системе 
с  идеальным астатизмом, уравнения рассматриваемой 
математической модели (ММ) СЧ с управляемой коорди-
натой x в произвольном периоде следования импульсов 
опорного генератора (ОГ) запишем в виде: при подклю-
ченном выходе детектора
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и при отключенном выходе детектора на этапе хранения 
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где точкой обозначено дифференцирование по  време-
ни τ, изменяющемуся в  пределах периода сигнала ОГ; 
0 1< <<m  — астатизирующий параметр; α — показа-
тель счетчика (С); u — выходной сигнал детектора; x — 
выходная координата фильтра; θ — координата С  пу-
стого при θ=0 и заполненного при θ =1; x0 — начальное 
условие; g(x)>0 — нормированная на  единицу (g(0)=1) 
характеристика управляемого генератора (УГ). 

Согласно методике работ [6,7], учитывающей скач-
кообразно изменяющийся характер структуры урав-

нений, для изучения поведения фазовых траекторий 
q t t( ) ( ), x  ММ СЧ следует использовать три фазовых 
подпространства: Π1, в  котором определена система 
(1) с  u =+1; Π3, в  котором система (1) определена при  
u=–1,  — и  подпространство Π2, в  котором определена 
система (2).

Поскольку при таком подходе к  моделированию 
динамики СЧ режимы работы детектора обусловлены 
свойствами фазовых траекторий в  каждом из  подпро-
странств, а при переходе к случаю идеального астатизма 
(μ = +0) в силу устойчивости (1) по быстрым движениям 
при μ = +0 участков поверхности x=u=const фазовая тра-
ектория возмущенного при μ ≠ 0 циклического движе-

ния располагается в  O m( )-окрестности невозмущен-
ного движения [10], и при этом направление и величина 
мгновенного скачка по координате x при переходе тра-
ектории движения из одного подпространства в другое 
определены однозначно, — постольку переход к  из-
учению ММ СЧ пониженной размерности является обо-
снованным, что, в  свою очередь, представляется воз-
можность проведения полного качественного анализа 
динамики.

Действительно, согласно логике работы детектора, 
в  регулярном случае изображающая точка движения 
(ИТД) появляется в  подпространстве Π1 после прихода 
импульса ОГ, т.е. только на границе τ = 0. Персонифици-
руя эту границу как сечение C12 (единица в обозначении 
соответствует номеру подпространства, а двойка — гра-
нице τ = 0), из (1) при u = +1 находим, что перемещение 
ИТД в Π1 осуществляется по траектории

x gt q t q a t t( ) = + ( ) = + ( )( ) < Ј( )1 1 0 10, / , ,   (3)

при условии, что в интервале времени t = +[ )0 0,  возмо-
жен мгновенный скачок по  координате x из  начальной 
точки (x0, θ0) в точку (+1, θ0). При x0 = +1 такой скачок от-
сутствует.

При выполнении условия α < g(1) управляемости СЧ 
из (3) следует, что θ(τ = 1)> 1 при любых 0 ≤ θ0 ≤ 1. Но это 
означает, что движение траектории (3) всегда заканчива-
ется при некотором значении t t= < 1,, порождая тем 
самым точечное отображение
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Поскольку ИТД в  Π1 приходит на  границу θ = 1, по-
стольку импульс С  появляется раньше, чем очередной 
импульс ОГ, и, вследствие этого, выход детектора отклю-
чается, дальнейшее поведение ИТД определяется урав-
нениями (1), что, в свою очередь, означает, что осущест-
вляется перенос точки x , t( ) на сечение C21 q = О( )0 2П  
(что и отмечено справа от формулы (4)).
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В подпространстве Π2, согласно (1), движение совер-
шается по траектории

x gt t a t t t( ) = + ( ) = ( )( ) �( ) < Ј( )1 0 1 0 10, / . (5)

Из (5) следует, что в зависимости от величины τ0 ИТД 
может перейти по траектории (5) либо на границу θ = 1 
(импульс С) с последующим переносом конечной точки 
движения в подпространство Π3, либо на границу τ = 1 
(импульс ОГ) с  последующим переносом (возвратом) 
в Π1. Указанные движения порождают в Π2 точечные ото-
бражения
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и границу Γ2 их определения — 

G G2 0 2 1 1: / .t a( ) = � ( )( )g                  (8)

Поскольку ИТД, выходящие из  подпространства Π2  
в  подпространство Π1, вновь возвращаются в  Π2, целе-
сообразно ввести в  рассмотрение отображение T1 =  
= T112,21T211,12. Согласно (4), (7)
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Необходимо отметить, что в отличие от функции со-
ответствия (6), определяющей отображение отрезка 
0 0 0 2Ј Ј ( )t t G ,, сечения C21 2О P  в  соответствую-
щий отрезок другого подпространства (в  данном слу-
чае — Π3), функция (9) является функцией последования 
отображения T1, поскольку определяет отображение 
отрезка t t0 2 0 1G( ) Ј Ј ,, сечения C21 2О P  в  соответ-
ствующий отрезок того же сечения C21 того же подпро-
странства Π2. Поэтому график функции соответствия ото-
бражения (6) и график функции последования (9) могут 
быть представлены на  одной диаграмме Ламерея ([10, 
c.505]) (рисунок 1). На рисунке 1 введены обозначения: 
τ1 и τ2 — две близкие точки в окрестности перехода гра-
фика функции соответствия отображения T211,31 в график 
функции последования отображения T1. Из рисунка 1 на-
глядно следует, что, несмотря на близость начальных то-
чек τ0= τ1  и τ0= τ2, они отображаются в подпространство 
Π3 на конечное (большое) расстояние друг от друга. Мак-
симально возможное расстояние между ними в Π3 равно 
величине 1 — (α/g(1)), т. е. разности между max и  min 
графика функции соответствия. Следовательно, в общем 
случае отображение сечения C21  в сечение C31 разрывно 
и обязано наличием возвратных движений из Π2 в Π1, об-
условливающих задержку во времени в передаче сигна-
ла.

Рис. 1. Диаграмма Ламерея отображений T212,31 и T1

Обозначение τ3 на рисунке 1 использовано для про-
извольной начальной точки в области определения ото-
бражения T1  для иллюстрации характера диаграммы 
(лесенки) Ламерея и подтверждения того факта, что все 
точки интервала t t0 2 0 1G( ) Ј Ј  определения отобра-
жения T1  после некоторого количества итераций пере-
водятся в интервал 0 0 0 2Ј Ј ( )t t G  определения функ-
ции соответствия отображения T212,31. Таким образом, 
интервал 0 0 0 2Ј Ј ( )t t G  определения отображения 
T212,31 является интервалом-ловушкой, через который 
в  Π3 проходят итерации, попавшие в  Π2. На  рисунке 2 
штрих-пунктирной линией и  соответствующими точка-
ми на  графике функции последования отображения T1  
показаны места появления разрывов у  итогового ото-
бражения T21,31  отрезка 0 10Ј Јt  сечения C21 2О P  
в подпространство Π3, обнаруживаемые с помощью об-
ратной лесенки Ламерея для точки τ0 = τ0(Γ2).

Рис. 2. Вид графиков для отображения T+

Нетрудно проверить, что
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где 

m m ceil g1 1 0 0 1 1 1= ( ) = � ( )( )( ) �( )t t a/ / ,     (11)

и использует операцию «ceil» округления числа до  це-
лого в  большую сторону. Поэтому, когда при τ0 < τ0(Γ2) 
величина, стоящая за  знаком «ceil» в  (11) отрицатель-
на, ceil(…)=0 и  формула (10) совпадает с  формулой (6), 
а при τ0 > τ0(Γ2) m1(τ0)обозначает число разрывов графи-
ка функции соответствия, проходимых лесенкой Ламе-
рея, выходящей из точки τ0 = τ3 до попадания в интервал 
0 0 0 2Ј Ј ( )t t G  (рисунок 1).

Поскольку в Π1 u=+1, а в процессе возвратных движе-
ний из Π2 в Π1 и наоборот, связанных с чередованием им-
пульсов ОГ и С, детектор подключает и отключает один 
и тот же генератор напряжений (ГН), сохраняя при этом 
величину u  +1, имеет смысл ввести в  рассмотрение 
отображение T+ = T212,31T12,21 точек (x0, θ0) сечения C12  Π1 
в точки x , t( ) сечения C31 3О P . Подставляя величину t 
из (4) на место величины τ0 в (10), находим, что

T x

g m m

x C

+ = +

= ( )( ) + �( ) �

Ј Ј ( ) О( )

:

/ ,

, , ,

1

1 2

0 1

1 0 1

0 31

t a q

q t

           (12)

где
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q
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Величина m1 в  (13) является кусочно-постоянной 
функцией θ0 и  определяет номер участка непрерывно-
сти функции соответствия (12), отсчитываемый от значе-
ния θ0=1. Участок графика функции t t t= ( )0  в  (12) 
с  m1=0 является базовым и  всегда существует. Из  (12) 
следует, что величина M m1

0
1 0= ( )max

q
q  достигается при 

θ0 =0 и  определяет граничное значение α = α(M1), при 
переходе через которое в сторону увеличения α величи-
на M1 возрастает на единицу, причем

a M M g M M1 1 1 11 1 2 1 2( ) = +( ) +( ) +( ) = ј( )/ , . (14)

Из (14) следует, что α(M1 = 0) = g(1)/2 является грани-
цей появления первого разрыва функции соответствия 
(12), а α(M1 = ∞) = g(1) совпадает с границей управляемо-
сти СЧ. Разрывы функции (12) располагаются при θ0 = θ0p 
(р — разрыв), где

q a

a
0 1

1 1

1 1 1 1

1 2 0 1

p g m

g m M

= � ( )( )� ) +( )
> ( ) = ј( )

/

/ , , , ,
.              (15)

Согласно (12), (15), график функции (12) в  месте лю-
бого разрыва лежит в  диапазоне a t/ ,g 1 1( ) Ј Ј  
а  при отсутствии разрывов располагается в  интервале 

a t a/ / .g g1 2 1( ) Ј Ј ( )  Вид графиков функции соот-
ветствия (12) отображения T+ для случаев M1 =0 и  M1=2 
приведен на рисунке 2.

Способ прохождение ИТД из  подпространства Π3 
в подпространство Π2 и далее в Π1 внешне напоминает 
механизм прохождение ИТД из  Π1 в  Π3, но  отличается 
по существу. Так в Π3 ИТД попадает только после появле-
ния импульса С, т.е. ее движение в Π3 начинается из точ-
ки (x0, τ0), лежащей на  границе θ = 0 (т.е. в  сечении C31) 
и осуществляется, согласно (2), по траектории

x gt t a t t t( ) = � ( ) = �( )( ) �( ) < Ј( )1 0 1 0 10, / ,  (16)

при условии мгновенного скачка по координате x из точ-
ки x0 = 1 в точку x(τ = +0) = –1.

При выполнении условия α > g(–1) управляемости СЧ 
движение по траектории (16) в силу того, что θ(τ = 1) при 
всех 0 ≤ τ0 ≤ 1 меньше единицы, оказывается на грани-
це τ = 1 подпространства Π3  при некотором значении  
q q= , порождая тем самым точечное отображение

T x g

x C

31 22 0

0 22

1 1

0 1

, : , / ,

, , .

= � = �( )( ) �( )
Ј Ј ( ) О( )

q a t t

t q
.        (17)

Поскольку в  Π3 импульс ОГ всегда появляется рань-
ше, чем импульс C, ИТД переносится из Π3 в Π2 на границу 
τ = 0 (сечение C22) с начальными значениями x и θ, опре-
деляемыми соотношениями (17). Дальнейшее движе-
ние в подпространстве Π2, согласно (2), осуществляется 
по траектории

x gt t q a t t( ) = � ( ) = + �( )( ) Ј Ј( )1 0 1 0 10, / . (18)

В зависимости от  величины θ0 ИТД может перейти 
по  траектории (18) либо на  границу τ = 1 (импульс ОГ) 
с последующим переносом в подпространство Π1, либо 
на границу θ = 1 (импульс С) с последующим переносом 
(возвратом) в  Π3. Указанные движения порождают в  Π2 
точечные отображения

T x g

x C

22112 0

0 0 4 12

1 1

0

, : , /

, , ,

= � = + �( )( )
Ј Ј ( ) ( ) О( )

q q a

q q qG
                (19)

T x g

x C

222 31

0 4 0 31

1 1

1

, : , /

, , ,

= � = �( )( )
( ) Ј Ј ( ) О( )

t a

q q tG
                       (20)

и границу их определения

G G4 0 4 1 1: /q a( ) = � �( )( )g                     (21)

Поскольку ИТД, выходящие из  подпространства Π2  
в  подпространство Π3, вновь возвращаются в  Π2, целе-
сообразно ввести в  рассмотрение отображение T2 = 
T31,22T222,31. Согласно (17), (20) 
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T x g

x C

2 0

0 4 0 22

1 1 1

1

: , /

, , ,

= � = �( )( ) � +

( ) Ј Ј ( ) О( )
q a q

q q qG
                (22)

Необходимо отметить, что в  отличие от  функции 
соответствия (19), определяющей отображение от-
резка 0 0 0 4Ј Ј ( )q q G  сечения C22 2О P  в  отрезок 
подпространства Π1, функция (22) является функци-
ей последования отображения T2, поскольку опреде-
ляет отображение отрезка q q0 4 0 1G( ) Ј Ј  сечения 
C22 2О P  в  соответствующий отрезок того же сечения  
C22 2О P . Поэтому график функции соответствия (19) 
и  график функции последования (22) могут быть пред-
ставлены на одной диаграмме Ламерея. Эту диаграмму 
можно получить, произведя на  рисунке 2 следующие 
преобразования: 

t q t q t q t q t q

a a
0 0 1 1 2 2 3 3

3 11 1

® ® ® ® ®

+( ) ® �( ) ®

, , , , ,

/ / , .g g P P

Повторяя проведенные рассуждения для графиков 
функции соответствия T222,31 и функции последования T2, 
можно отметить, что любая фазовая траектория, уходя-
щая с сечения C31 подпространства Π3 и попадающая за-
тем в Π2, оказывается либо сразу, либо после некоторого 
количества возвратных движений в интервале-ловушке 
0 ≤ θ0 ≤ θ0(Γ4), из которого отображением T221,12 перево-
дится в  подпространство Π1 на  сечение C12. Поскольку 
в Π3 u = –1, а в процессе возвратных движений из Π2 в Π3 
и  наоборот, связанных с  чередованием импульсов ОГ 
и С, детектор подключает и отключает один и тот же ГН, 
сохраняя при этом величину u  –1, имеет смысл ввести 
в  рассмотрение отображение T— точек (x0, τ0) сечения 
C31  Π3 в точки x ,q( ) сечения C12  Π1. Нетрудно прове-
рить, что

T x g m m

x C

� = � = �( )( ) + �( ) �

Ј Ј ( ) О( )
: . / ,

, , ,

1 1 2

0 1

2 0 2

0 12

q a t

t q
 (23)

где

m m

ceil g g

2 2 0

01 2 1 1 1

= ( ) =

= �( )( ) �( ) �( ) � �( )( )( )( )
t

a t a/ / /
 (24)

Величина m2(τ0) в  (24) является кусочно-постоянной 
функцией θ0  и определяет не только номер участка функ-
ции соответствия (23), но и возможный очередной номер 
ее разрыва. Участок графика функции (24) с m2 = 0 всегда 
существует, т. е. является базовым, и примыкает к грани-
це θ0 =1 ее определения. При m2 = 1 появляется первый 
разрыв и соответствующий ему участок непрерывности 
(в дополнение к участку непрерывности с m2 = 0). Из (24) 
следует, что в общем случае величина M m2

0
2 0= ( )max

t
t  

достигается при τ0 = 0 и определяет граничное значение 
α = α(M2), при переходе через которое в сторону увели-
чения α величина M1 возрастает на единицу, причем

a M M g M M2 2 2 22 1 1 0 1( ) = +( ) �( ) +( ) = ј( )/ , , . (25)

Из (25) следует, что α(M2 = 0) = 2g(–1) является грани-
цей появления первого разрыва функции соответствия 
(23), а α(M2 = ∞) = g(–1) совпадает с границей управляе-
мости СЧ. Разрывы функции соответствия (23) распола-
гаются при τ0 = τ0p, где

t a

a
0 2

2 2

1 1 1 1

2 1 0 1

p g m

g m M

= � �( ) �( ) +( )
< �( ) = ј( )

/

, , , ,
.            (26)

Согласно (23), (26) график функции (2.46) в  месте 
любого разрыва лежит в  диапазоне g �( ) Ј Ј1 1/ ,a q  
а при отсутствии разрывов (M2 = 0) располагается в ин-
тервале g g�( ) Ј Ј �( )1 2 1/ / .a q a  Вид графиков 
функции соответствия (23) отображения T— для случаев 
M2 = 0 и M2 = 2 с точностью до переименования осей со-
впадает с видом графиков, приведенных для отображе-
ния T+ на рисунке 2.

Заключение

Из приведенных формул для отображений T+ и  T— 
следует, что стационарные движения в  рассматрива-
емой ММ СЧ описываются свойствами циклического 
отображения Т равного произведению отображений T+ 
и T–, и поэтому для построения диаграммы Ламерея для 
отображения Т достаточно воспользоваться построени-
ем графиков функций соответствия отображений T+ и T—  
на  одной диаграмме ([10], С.505). Таким образом, воз-
можно полное качественное исследование поведения 
системы по построенной ММ.
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