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Аннотация. В статье рассмотрена модель, описывающая напряжённо–де-
формированного состояния двухфазного тела. Математическая модель 
представляет собой систему дифференциальных уравнений в  частных 
производных, которая не имеет аналитического решения. Предложен чис-
ленный метод решения, показана его сходимость, а также проведён анализ 
численного решения с натурным экспериментом.
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Введение

Вработе использована модель напряжённо–дефор-
мированного состояния двухфазного тела (скелет 
грунта + поровая вода). Данная модель описывает 

стабилизированное состояние двухфазного грунта по-
сле окончания процесса консолидации. Согласно, рас-
сматриваемой модели, остаточное поровое давление 
отлично от  нуля, что подтверждается натурными и  ла-
бораторными экспериментами [1]. Для этой модели 
разработана модификация метода конечных элементов 
и на задаче типа Фламана показаны результаты числен-
ного моделирования. Сформулировано предложение 
и  показана сходимость решения, полученного по  МКЭ 
к аналитическому решению. Результаты численных рас-
чётов сопоставлены с аналитическим решением.

Постановка задачи

Рассмотрим смешанную задачу о  загружении внеш-
ней нагрузкой водонасыщенного основания с  учётом 
избыточных остаточных поровых давлений.

,

,   (1)

, , , , 

с неоднородными смешанными граничными услови-
ями: на одной части границы 2S  записываются статиче-
ские граничные условия, а на другой 1S  — кинематиче-
ские:

0u
1S = , ,  (2)

.

v — внешняя нормаль к  поверхности 21 SSS += . 
Касательные напряжения по  модели действуют только 
в скелете грунта, ( )21 x,xq  — вектор функция, имеющая 
конечную норму.

Введем три дифференциальных вектора-оператора 
на линеале M функций u, непрерывных вместе со своими 
первыми и вторыми частными производными в   и удов-
летворяющих условиям (2), (множество M плотно в  ):
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а) дифференциальный вектор-оператор теории упру-
гости или оператор Ламе, записанный для изотропного 
варианта закона Гука

;

б) дифференциальный вектор-оператор второго по-
рядка
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который описывает изменение коэффициентов Ламе 
на  величины ib , вызванное влиянием поровой воды 
на скелет грунта;

в) дифференциальный вектор-оператор первого по-
рядка
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моделирующий разгружающее влияние жидкой фазы 
и несимметричен.

Запишем уравнения (1) в операторном виде:

, ( )CBAD ++−= , ( )21 u,uu = , 

,  (3)

где F — заданная вектор функция, имеющая конеч-
ную норму.

Краевые условия, которым обязательно удовлетво-
ряют функции из области определения оператора и не-
обязательно — функции из  пространства 1,2W  называ-
ются естественными для дифференциального оператора 
D . В работе [5] показано, что он является положительно 
определенным.

Обобщенным решением краевой задачи назовем 
функцию Vu∈  такую, что согласно принципу Лагранжа (
v  — возможное перемещение)

, Vv∈∀ , , 

, .

После интегрирования по  частям получаем (форма 
Галеркина)

,  (4)

где

,

 .

Требование обращения в  нуль v на  части границы 
указывается как 

. 

Пространство  — пространство Соболева 
с нормой

.

Пространство ∗V  сопряженное к V.

Пусть V  — гильбертово пространство,  — ко-
эрцитивная непрерывная билинейная форма на  VV × :

  (5)

и  l — линейная непрерывная форма на V . Обозна-
чим через u, единственное решение в V уравнения

  (6)

Необходимо аппроксимировать этот элемент u, зада-
дим какую — либо внешнюю устойчивую и сходящуюся 
аппроксимацию пространства V, т. е. { } Nhhhh r ,p,V ∈ . Vh 
— возрастающая последовательность конечномерных 
подпространств V, объединение которых плотно в  V, 

 — оператор продолжения, hh VV:r →  
— оператор сужения. Для каждого Nh∈  зададим также 
непрерывную билинейную форму ( )hhh v,ub  на  hh VV × , 
которая коэрцитивна, и удовлетворяет условию:

, не зависящее от h, такое что

  (7)

где непрерывную линейную форму lh на Vh, такую что

, β не зависит от h.  (8)

Для фиксированного h найдём hh Vu ∈  такое что

( ) hhhhhhh Vvv,lv,ub ∈∀=   (9)

Примем следующие предложения о  согласованно-
сти:
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Если семейство vh слабо сходится к  v при 0h →  
и если семейство wh сильно сходится к w при 0h → , то

 (10)

Если семейство vh слабо сходится к v при 0h → , то

  (11)

Теорема. При выполнении предположений (5), (7), 
(8) (10), и (11) решение uh уравнения (9) сильно сходится 
к решению u уравнения (6) при 0h → .[6]

Данную теорему используем ниже.

Пусть Ω — открытая ограниченная область в R2. Че-
рез hℑ  будем обозначать регулярную триангуляцию Ω, 
т. е. семейство двумерных симплексов удовлетворяющих 
условию

,  (12)

где

, , .

где  — диаметр наименьшего шара, содержа-
щего J (двумерный симплекс, в  частности треугольник, 
прямоугольник), а   — диаметр наибольшего 
шара содержащегося в J.

Сформулируем следующее предложение.

Предложение. Если  и  , то решение 
uh задачи (2.9) сходится к решению u задачи (2.6).

Доказательство.

Форма  в ограниченной обла-
сти V является коэрцитивной, билинейной непрерыв-
ной []:

,

обладающая условием не симметрии,

 .

Обозначим в (9)

( ) ( )hhhhh v,udv,ub = , .

Тогда условия теоремы сходимости (2.5), (2.7), (2.8) 
(2.10), и (2.11) выполняются, что и доказывает предложе-
ние. 

Таким образом мы показали сходимость решения по-
лучаемого по МКЭ к решению исходной задачи.

Модификация метода  
конечных элементов

Перепишем систему уравнений (1) в  операторном 
виде и скалярно умножим уравнение на вектор возмож-
ных перемещений :

,  (13)

Отрицательные операторы A, B, C являются положи-
тельно определёнными [2].

Закона Гука для скелета грунта в  рассматриваемой 
модели имеет вид:

{ } [ ]{ }εσ D= , 

, (14)

Фигурными скобками обозначен вектор — столбец, 
квадратными скобками — полная матрица.

Искомыми величинами являются узловые переме-
щения { }δ , поэтому перемещения uk и  другие характе-
ристики внутри элемента записываются через искомые 
узловые перемещения:

( ) ( ) ( )[ ]m
kmmm

j
kjjj

i
kiiik uxnxdpuxnxdpuxnxdpu 2121212

1
++++++++

∆
=

( ) ( ) ( )[ ]m
kmmm

j
kjjj

i
kiiik uxnxdpuxnxdpuxnxdpu 2121212

1
++++++++

∆
= , 21,=k   (15)

jmmj
i xxxxp 2121 −= , jm

i xxn 21 −= , mj
i xxd 22 −= .

На  основании уравнений Коши относительные де-
формации внутри конечного элемента площадью ∆  вы-
ражаются через искомые узловые перемещения { }δ :

{ } [ ]{ }δε N= , .
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Для составления системы линейных алгебраиче-
ских уравнений используем первые два слагаемые вы-
ражения (13) . Пусть вектор V описывает 
возможные узловые перемещения { }∗δ . Допустим, что 
возможные перемещения совпадают с искомыми пере-
мещениями { }δ .

Запишем работу внешних сил { } [ ]FTδ  через удельную 
работу внутренних сил

( ) { } { }σε TBA WW =+2 , { } { } [ ]TTT Nδε = ,

отвечающих скелету грунта.

От удельной работы перейдём к работе внутренних 
сил в пределах объёма элемента единичной толщины.

, ,

Уравнение равенства работ внешних и внутренних сил 
запишем с помощью матриц: { } [ ] { } { } { }FN TTT δσδ =⋅∆ . Со-
кратим на { }Tδ . Тогда выражение  
получит матричную запись:

[ ] [ ] [ ]{ } { }FNDN T =⋅⋅∆ δ .

Произведение

[ ] [ ] [ ] [ ]s
T kNDN =⋅⋅∆   (16)

называют матрицей жёсткости для скелета грунта.

После аналогичных преобразований для третьего 
слагаемого имеем:

.  (17)

,

ckckkk xnxdpf ++= , cx  — центр тяжести треуголь-
ного элемента.
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После подстановки полученных выражений в (17) по-
лучаем матрицу жёсткости для поровой воды:

[ ] [ ] [ ] [ ]ll
T kNDM =∆⋅ . (18)

Поскольку матричный сомножитель [ ]N  в  матрице 
[ ]lk сохраняется, то новое матричное слагаемое [ ] [ ]l

T DM  
надо сложить с известной для скелета грунта матрицей 
[ ] [ ]DN T , что приведёт к  новой матрице жёсткости для 
двухфазного треугольного элемента

.

Рис. 1. Вертикальные перемещения для 
сечения 01=x .

Рис. 2. Вертикальные перемещения 
дневной поверхности.
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Численные эксперименты

Приведём результаты решения задачи типа Фламана 
о  загружении двухфазной полуплоскости. В  работе [3] 
получена аналитическая формула для этой задачи, кото-
рая позволит проверить точность аппроксимации дан-
ного метода. Аналитическое решение задачи имеет вид:

,

,

.

Так как задача решена в  полярных координатах, 
то для вертикальных перемещений возьмём угол 0=θ
, а для горизонтальных 

2
πθ = .

Приведём графики вертикальных и  горизонтальных 
перемещений в сравнении с аналитическим.

Параметры задачи взяты из  лабораторных экс-
периментов [4]: , , , 

, sl EE 4,0= .

Как видно из графиков, изображённых на рисунках 1 и 2 
аналитическое решение достаточно хорошо согласуется 
с решением полученным по методу конечных элементов.
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