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Аннотация. Рассмотрена математическая модель месторождения мине-
ральных вод «Верхнеберезовская площадь». Описан годограф в виде ло-
гарифмических амплитудной и фазовой частотных поверхностей, который 
можно использовать в интерпретации критерия устойчивости Найквиста 
по графикам. Рассмотрен частотный метод синтеза многомерных систем, 
когда входные воздействия в  распределенный регулятор реализуются 
в  виде дискретной функции по  пространству. Показано условие, при ко-
тором объект принадлежит к  классу пространственно-инвариантных. 
Сделан вывод, что частотный метод синтеза регуляторов представляется 
удобным инструментом при описании устойчивости гидродинамических 
систем.

Ключевые слова: метод синтеза регуляторов, система управления с  рас-
пределенными параметрами, гидролитосферные процессы.

Введение

Процессы, происходящие в  реальной среде, 
содержат как временную составляющую, так 
и  координаты трехмерного пространства. Ма-

тематические уравнения, описывающие модели рас-
сматриваемых изменений, выражаются, как правило 
с  использованием частных производных. Системный 
анализ таких изменений, в связи с этим, сильно услож-
няется.

В  качестве объекта исследования выступает ме-
сторождение минеральных вод «Верхнеберезовская 
площадь», расположенное к  югу от  г. Кисловодска. 
Необходимо описать устойчивость гидродинамиче-
ской системы. Так как в  данном случае не  существует 

решения математической модели, применяется метод 
аппроксимации, который описывает действие объекта 
по выбранным пространственным модам. По сути пред-
лагается дискретный аналог математической модели, 
который в свою очередь обладает численным решени-
ем. Наиболее известные методы данного направления:

 ♦ — МКА — методы конечномерной аппроксимации;
 ♦ — ДБСУ — декомпозиции билинейных систем 

управления;
 ♦ — ЧМ — частотный метод.

МКА в  литературе подробно рассмотрены, напри-
мер, такими авторами как К. Г. Валеев и О. А. Жаутыков. 
В частности, для бесконечных систем ДУ даны теоремы 
существования решений и, причем их единственности. 
Развивая теорию управления и  идентификации отно-
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ηψ , γϕ~ — пространственные частоты; ( )∞= ,1,γη .

Теперь объект с СРП можно описать в виде ПФ полу-
ченного образца (1), а каждая ПФ — отношением беско-
нечных полиномов.

Представим в  (1) s=jω и получим комплексный пе-
редаточный коэффициент (КПК) СРП по пространствен-
ным модам:
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СРП, у которой КПК можно описать выражением (2), 
относится к  классу пространственно-инвариантных. 
Из  этого следует, что решение при квазистационном 
воздействии распадается по собственным вектор-функ-
циям оператора объекта. Данные вектор-функции мож-
но представить в виде комбинации sin(.)&cos(.). Теперь 
данный объект можно представить в  виде совокупно-
сти независимых блоков с  комплексными передаточ-
ными коэффициентами вида (2). Отсюда следует, что 
пространственная мода, при прохождении через объ-
ект управления, изменяет только амплитуду.

Если изменять в  (2) ω от 0 до ∞, то получим беско-
нечный спектр частотных характеристик СРП, пред-
ставленный на рисунке 3, а.

Введем дискретную функцию (ДФ) Gη,γ и обозначим 
ее через выражение:

2 2
,Gη γ η γψ φ= +  , ( )∞= ,1,γη   (3)

Данная функция изменяется в  пределах 

1.1 ,íG G Gη γ= ≤ ≤ ∞ . При переходе от  ДФ Gη,γ к  не-
прерывной G, охватывающей весь спектр дискретных 
значений ДФ Gη,γ, выражение (1) примет вид:
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Рис. 2. Схема дискретизации
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Рис. 3. Пространственный годограф

Рис. 4. Частотные поверхности
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В  случаях гидродинамических систем, когда воз-
можно оценить динамику процесса, передаточную 
функцию можно аппроксимировать функцией следую-
щего вида:

-( , ) ,zW s G K e β ⋅∆= ⋅  ∞≤≤ GGí ,  (5)

где:
К, Δz — параметры гидролитосферного объекта.

Изменяя в  (4) ω от 0 до ∞, а  íG G≤ ≤ ∞ , получим 
пространственных годограф, включающий весь спектр 
частотных характеристик по пространственным модам, 
см. рис. 3, б.

Полученный годограф в виде логарифмических ам-
плитудной и  фазовой частотных поверхностей можно 
использовать для анализа устойчивости гидродинами-
ческой системы на основе критерия Найквиста по гра-
фикам. Положим, что характеристические полиномы 
рассматриваемой СРП по  каждой пространственной 
моде не  имеют полюсов, лежащих в  правой полупло-
скости. Тогда, критерием устойчивости замкнутой си-
стемы будет условие не пересечения линии среза моду-
ля на совмещенной плоскости Г2 и Г4 с областью А, как 
показано на рисунке 4, в. На рисунке 4, а представлена 
амплитудная частотная поверхность, на рисунке 4, г — 
фазовая поверхность.

Рассмотрим частотный метод синтеза многомерных 
систем. Входные воздействия в распределенный регу-
лятор реализуются в виде дискретной функции по про-
странству. Значения функции выхода распределенного 
объекта измеряются в конечном числе точек. Матрица 
комплексных передаточных коэффициентов объекта, 
связывающая ξ-й вход с  m-м выходом записывается 
в виде [1, 2]:

0, , ,( ) ,mW j Wη γ ξω  =    ( ), 1,m nξ = .  (6)

Представим входное воздействие на объект в виде 
ряда:
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где: ∆y — заданное положительное число;

yγ — точки дискретизации ( )1, nγ = .

Полагая в (6) ( ) exp( ),Ñ jη τ ωτ= где ω — круговая ча-
стота, определим реакцию объекта (6) на каждую про-
странственную моду:

, ,
1

( ) exp( ) sin( ),
1

n

T j j W
nη γ γ ξ

ξ

π η ξωτ ωτ
=

⋅ ⋅
= ⋅ ⋅

+∑  

( ), 1, nη γ =   (8)

Запишем комплексный передаточный коэффициент 
по каждой пространственной моде:
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Объект принадлежит к классу пространственно-ин-
вариантных, если (9) записывается в виде:

,( ) ( ),W y j W jη γ ηω ω=  ( )1, nγ =   (10)

Подставляя (9) в  (10) и  преобразуя, получим дис-
кретный аналог условия пространственной инвариант-
ности объекта [1, 2]:
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Запишем уравнение (11) в виде:

;W Wη ηχ χ⋅ = ⋅  ,[ ];η η ξχ χ=

 , sin( / ( 1));nη ξχ π η ξ= ⋅ ⋅ +   (12)

( )1, nξ = ; ( )1, nγ =

Из соотношения (12) следует [1]: объект (6) принад-
лежит к  классу пространственно-инвариантных, если 

,ηχ  ( )1, nη =  являются собственными векторами ма-
трицы W.

Заключение.

Таким образом, ЧМ синтеза регуляторов представ-
ляется наиболее удобным инструментом при создании 
СРП, систем управления рассматриваемым процессом. 
В отличие от сосредоточенных систем частотный метод 
анализа и  синтеза распределенных систем оперирует 
бесконечным набором пространственных мод (соб-
ственных вектор-функций оператора объекта). Состо-
яние каждой пространственной моды описывается 
в  бесконечном фазовом пространстве. Показано, что 
частотные характеристики распределенных объектов 
могут быть представлены бесконечной совокупностью 
частотных характеристик по пространственным модам. 
Поскольку рассматриваемые моды обладают свойства-
ми ортогональности, то  использование обобщенной 
координаты позволило перейти к амплитудным и фазо-
вым частотным поверхностям. С  помощью рассматри-
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ваемых частотных поверхностей возможно получить 
графическую интерпретацию критерия устойчивости 
Найквиста для выделенного класса систем с  распре-
делёнными параметрами на  примере месторождения 

минеральных вод «Верхнеберезовская площадь». В со-
временных работах авторов [4–5] разработаны специ-
альные наборы звеньев и блоков, используемых в про-
цедуре синтеза СРП управления.

ЛИТЕРАТУРА
1. 1. Першин И. М. Анализ и синтез систем с распределенными параметрами. Издательство РИА КМВ. 2007. 243с.
2. 2. Малков А.В., Першин И. М. Системы с распределенными параметрами. Анализ и синтез. — М.: Научный мир, 2012. —476с.
3. 3. Першин И. М. Синтез систем с распределенными параметрами: проблемы и перспективы // Мехатроника, автоматизация, управление. 2005. № 6. 

С. 2–10.
4. 4. Першин И. М. Частотная концепция анализа и синтеза систем с распределенными параметрами: монография. — Пятигорск: ПФ СКФУ. 2021. — 172 с.
5. 5. Чернышев А.Б., Ильюшин Ю. В. Устойчивость распределенных систем с дискретными управляющими воздействиями. //Известия Южного федераль-

ного университета. — 2010. — № 12. — С. 166–171.
6. 6. Рапопорт Э. Я. Оптимальное управление системами с распределенными параметрами. /Учебн. пособие. — М.: Высшая школа, 2009. — 677 с.
7. 7. Хацкевич В.П. О  решении задачи аналитического конструирования регуляторов для распределенных систем. //Автоматика и  телемеханика. — 

1972. — № 3. — С. 5–14.
8. 8. Бутковский А.Г., Дарнинский Ю. В., Пустыльников Л. М. Управление распределенными системами путем перемещения источника. //Автоматика и те-

лемеханика. — 1974. — № 5. — С. 11–30.
9. 9. Бутковский А.Г., Самойленко Ю. И. Управление квантово-механическими процессами. — М.: Наука, 1984. — 256 с.

© Калиберда Игорь Владимирович ( kaliberda.igor@ya.ru ).  

Журнал «Современная наука: актуальные проблемы теории и практики»

 г. Пятигорск

ИНФОРМАТИКА,  ВыЧИСЛИТЕЛьНАЯ  ТЕХНИКА  И  уПРАВЛЕНИЕ

54 Серия: Естественные и технические науки №9 сентябрь 2021 г.


