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Аннотация. В  статье рассматривается вопрос использования математиче-
ского моделирования для решения линейных алгебраических и  обыкно-
венных дифференциальных уравнений применительно к  сложным элек-
трическим цепям, системам автоматического управления и регулирования. 
Приведен пример вычисления в MatLab токов ветвей и узловых потенциа-
лов электрической цепи матричным методом. С  помощью разработанной 
методики произведен расчет аппроксимированной функции полинома, 
построен её график, получено полное совпадение с  исходными данными. 
В среде Simulink произведен расчет дифференциальных уравнений после-
довательно соединенных индуктивного и  резистивного элементов элек-
трической цепи. Сделано заключение об  универсальности использования 
математического моделирования в технических расчетах для задач автома-
тического управления и электроэнергетики.

Ключевые слова: математическое моделирование, MatLab, Simulink, элек-
трическая цепь, система уравнений, матрица, полином.

Введение

Под математическим моделированием в  технике 
(на  практике) понимают адекватную замену ис-
следуемого технического устройства или про-

цесса соответствующей математической моделью и  ее 
последующее изучение известными методами [1–3].

В  настоящее время известно много программных 
продуктов для математического моделирования техни-
ческих систем. Среди классических математических па-
кетов, таких как MathCAD, Maple, Mathematica, особое 
место занимает пакет программ MatLab [4]. Данный па-
кет предназначен для моделирования и  исследования 

статических и динамических систем, включая и дискрет-
ные, и непрерывные, и гибридные модели. В состав си-
стемы входит ядро компьютерной алгебры Maple и  па-
кет расширения Simulink, а также десятки других пакетов 
расширений [5–7].

Цель и задачи исследования

Целью настоящей работы является разработка 
и  апробация методики решения систем линейных ал-
гебраических и  обыкновенных дифференциальных 
уравнений при помощи математического моделиро-
вания для дальнейшего внедрения в  расчеты техниче-
ских систем. В качестве объекта исследования выбраны 
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сложные электрические цепи, содержащие активные 
и  пассивные элементы. Для достижения поставленной 
цели будут решены следующие задачи: теоретическое 
исследование электрических цепей; приведение зако-
нов Ома и Кирхгофа к матричной форме; пример расче-
та основных параметров сложной электрической цепи 
матричным методом; определение корней дифференци-
альных уравнений и  вычисление значений полиномов; 
экспериментальные исследования аппроксимирующих 
полиномов n-го порядка; решение обыкновенного диф-
ференциального уравнения обратным преобразовани-
ем Лапласа; решение систем дифференциальных урав-
нений сложной электрической цепи в  среде Simulink 
[8–10].

Краткая теоретическая часть

Электрическая цепь может включать в себя активные 
и  пассивные элементы, такие как: источники энергии 
(напряжения и  тока), резистивные элементы (сопро-
тивления и  проводимости), динамические пассивные 
элементы (индуктивности и  емкости). Соединение эле-
ментов цепи рассматривается как обобщенная электри-
ческая ветвь и ее частные случаи. Для каждого элемента 
можно на основании законов Ома и Кирхгофа записать 
уравнения электрического равновесия:

 ♦ источник напряжения и тока: ;0=+− Eji ϕϕ ;JI =
 ♦ резистивный элемент R: ,IRU ⋅= ;0=⋅+− IRij ϕϕ

;
R
UI =

 ♦ индуктивный элемент L: ,ωLIjU  =

 ♦ емкостной элемент C: ,1 I
c

jU 

ω
=

 ♦ короткозамкнутая ветвь: ;0=− ji ϕϕ
 ♦ обобщенная ветвь: 

;)(,)( JEUGIEJIRU −+⋅=−+⋅=
 ♦ R-ветвь: ;EIRUji −⋅==−ϕϕ
 ♦ G-ветвь: ( ) ;JUGJGI ji −⋅=−−⋅= ϕϕ

Все эти уравнения можно рассматривать как матема-
тические модели линейных элементов — двухполюсни-
ков [11,12].

В теории управления и теоретической электротехни-
ке задача определения корней и вычисление значений 
полиномов в  некоторой точке возникает при расчёте 
переходных процессов и  анализе устойчивости систем 
управления. Полином или многочлен — это выражения 
вида:
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Под обыкновенным дифференциальным уравнением 
понимают уравнение, содержащее аргумент, искомую 
функцию этого аргумента и её производные различных 
порядков. Дифференциальное уравнение рассматрива-
ется как математическая модель физических процессов, 
происходящих в электрических цепях и объектах управ-
ления [13,14]. Для последовательного соединения ин-
дуктивности L и резистивного элемента R справедливо 
следующее дифференциальное уравнение:

 (1)

где i — ток, e(t) — ЭДС источника.

Решение таких уравнений можно проводить класси-
ческим, операторным и численным методом, а также ме-
тодом переменных состояния [15].

Рис. 1. Пример электрической цепи (а) и её граф (б)
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Результаты исследования

Рассмотрим пример расчета электрической цепи ма-
тричным методом в пакете программ MatLab.

Граф, построенный по  приведенному выше приме-
ру электрической цепи (рис. 1), называется ориентиро-
ванным, т. е. направленным графом. Каждая его ветвь 
рассматривается как обобщённая электрическая ветвь, 
для которой справедлив закон Ома в матричной форме 
записи:

,
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где U — вектор-столбец напряжений обобщённых 
ветвей; b — число обобщённых ветвей; R и  G — диа-
гональные матрицы сопротивлений и  проводимостей 
ветвей; I  — вектор-столбец токов обобщённых ветвей; 
J — вектор-столбец токов источников токов; E — век-
тор-столбец ЭДС источников напряжения.

Если в  качестве неизвестных выбрать потенциалы 
независимых узлов, то  необходимо решать матричное 
уравнение:

.EJAJAAGA T ⋅⋅−⋅=⋅⋅ ϕ

Если же в качестве неизвестных выбрать контурные 
токи, то необходимо решать матричное уравнение:

.JRBEBIBRB T ⋅⋅−⋅=⋅⋅

Принимаем потенциал узла φ4=0. Тогда деревом графа 
будут ветви 3,4,5; а ветвями связи — ветви 1,2,6. Определя-
ем главные контуры — это контуры, которые обязательно 
содержат как ветви дерева графа, так и ветви связи. В на-

шем случае будет четыре главных контура, которые будут 
содержать ветви: 2,3,4; 3,5,6; 1,3,4,5; 1,4,6 (рис. 2).

Матрицы, входящие в  матричные уравнения, будут 
иметь следующий вид:
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Для решения матричных уравнений в  пакете про-
грамм MatLab зададимся следующими параметрами 
элементов электрической цепи: Е2=19В, Е4= –13В, 
Е6=24В; J1= –1,5A, J5=1A; R1=0,8Ом, R2=1,7Ом, 
R3=1,3Ом, R4=1,6Ом, R5=1,4Ом, R6=1,5Ом. Дальней-
шие результаты математического моделирования будут 
отображены в виде скриншотов из графического интер-
фейса пакета программ MatLab.

Поэтапно в рабочую область программы вводим ма-
трицы и сразу получаем решения, которые используют-
ся для дальнейших расчетов. Поэтому для получения 
корректного решения, необходимо соблюдать указан-
ную далее последовательность:

1.  Вводим матрицы A — инциденций, B — главных 
контуров, E — ЭДС ветвей, J — источников токов 
ветвей (рис. 3, а);

2.  Вводим матрицу RB — сопротивлений ветвей, с по-
мощью команды diag(RB) получаем матрицу R — 
диагональных сопротивлений. Вычисляем матри-
цы RK и  EK — контурных сопротивлений и  ЭДС; 

Рис. 2. Определение главных контуров графа электрической цепи
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матрицы IB и I — токов ветвей связи и обобщен-
ных ветвей (рис. 3, б);

3. Вводим матрицы GB и G — проводимостей ветвей 
и диагональных проводимостей; вычисляем матрицы GY 
и  JY — узловых проводимостей и  токов; FU — узловых 
потенциалов (рис. 3, в).

В  результате математического моделирования 
были получены величины токов ветвей: I1= –5,3633A, 
I2=8,3880A, I3= –9,9238A, I4= –3,0247A, I5= –1,5359A, 
I6=6,8992A; и  потенциалы узлов: φ1= –0,7502B, φ2= 
–13,6512B, φ3= –5,4907B. Знак минус в результатах мо-
делирования указывает на противоположное направле-
ние течения тока в этих ветвях. Далее не сложно будет 
рассчитать токи сопротивлений и  в  узлах по  законам 
Кирхгофа. Методика показала себя работоспособной 
и весьма удобной.

В качестве примера расчета аппроксимирующего по-
линома n-го порядка рассмотрим экспериментальные 
данные, представленные в виде массивов чисел и отра-
жающие зависимость одних физических величин от дру-
гих (y=f(x)) [16].

В  программе MatLab предусмотрена функция 
polyfit(x, y, n), реализующая метод наименьших квадра-
тов. Предварительно нужно задать вектора значений 
функции y и аргумента x. В качестве примера методики 
расчета рассмотрим аппроксимацию функции y=f(x), за-
данную таблично:

Обоснованно выбрать степень полинома можно 
путём вычисления табличных разностей с  помощью 
функции dyff(y, n), предпочтение отдаётся полиному 
с  меньшими табличными разностями (рис.  4, а). Выби-
раем полином порядка n=7, так как порядок полинома 

Таблица 1. Исходные данные для функции y=f(x)
х 15 29 41 50 59 72 80 91

у 3,3 6,3 6,87 7,4 8,1 8,43 8,8 9,24

Рис. 3. Вычисление параметров электрической цепи в пакете MatLab
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на единицу меньше размерности векторов х и у, то гра-
фик полинома проходит через точки этих векторов. 
Результатом расчёта является вектор коэффициентов 
полинома в порядке убывания степени х (рис. 4, б). Ап-
проксимирующий полином запишется в виде:

Проверяем достоверность результатов аппроксима-
ции с  помощью оператора polyval(a, x) (рис.  4, б). Со-
впадение с исходными данными полное, следовательно, 

данный полином можно рассматривать как математиче-
скую модель.

График рассматриваемой функции (рис. 5) построен 
с помощью оператора plot(x, y, x, f7,’x’, x, f6,’o’). В слу-
чае наличия неточностей, сглаживание исходных данных 
можно осуществить с  помощью функции lsqcurvefit(f, 
а0, x, y), где а0 — стартовое значение неизвестных пара-
метров функции f.

Для рассмотрения примера решения дифферен-
циального уравнения в  среде Simulink зададимся па-

Рис. 4. Вычисление параметров полинома в пакете MatLab
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раметрами электрической цепи: R=10Ом, L=0,1Гн, 
E=100В, принципиальная схема которой изображена 
на рис. 6.

Для решения систем обыкновенных дифференци-
альных уравнений первого порядка в Simulink имеются 
встроенные функции (решатели): ode23, ode45, ode113, 
ode15s, ode23s, ode23t и  ode23tb. Они реализуют раз-
личные численные методы решения дифференциаль-
ных уравнений: Рунге-Кутты, Адамса-Башворта-Мултона, 
Розенброка, метод трапеций и методы переменного по-
рядка [17,18].

Применив прямое преобразование Лапласа, полу-
чим дифференциальные уравнения:

Структурная схема решения этих дифференциальных 
уравнений первого порядка приведена на рис. 7. В каче-
стве решателя выбираем функцию ode45. Эта функция 
используется для решения нежёстких систем дифферен-
циальных уравнений и хорошо нам подходит.

В  результате математического моделирования по-
лучаем показания с  осциллографа Scope в  виде гра-
фиков двух функций U и  I  от  времени (рис.  8). Такой 
метод намного сокращает время на  выполнение рас-
четов обыкновенных дифференциальных уравнений 
и хорошо подходит для моделирования систем автома-

Рис. 5. График функции y=f(x)

Рис. 6. Схема последовательного 
соединения элементов

Рис. 7. Структурная схема расчетной системы в Simulink
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тического управления и сложных электротехнических 
процессов.

Заключение

В результате проделанной работы были разработаны 
и опробованы методики расчета сложных электрических 
цепей при помощи математического моделирования пу-
тём решения систем линейных алгебраических и обык-
новенных дифференциальных уравнений. Эти методики 

могут быть полезны как для студентов высших учебных 
заведений при изучении дисциплин, связанных с  элек-
тротехникой и  автоматическим управлением, так и  для 
задач производственной и  научной деятельности для 
ускорения и автоматизации большого объема расчетов. 
Из  приведенных исследований можно сделать вывод, 
что математическое моделирование — это универсаль-
ный инструмент в наш век передовых информационных 
технологий, с  помощью которого можно решать слож-
ные технические задачи любого уровня [19–21].
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