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Аннотация. Статья посвящена исследованию погрешностей алгоритма 
определения частоты гармонических сигналов вероятностно-статистиче-
ским методом. Особенностью данного алгоритма является кратковремен-
ное обращение к  исследуемому сигналу, что принципиально важно для 
инфранизкочастотных сигналов с периодом, измеряемым минутами, часа-
ми, сутками и более. Представлены сведения по теории и компьютерному 
моделированию погрешностей алгоритма определения частоты сигналов 
с  гармониками, а  также в  зависимости от  гармоник относительно первой 
основной гармоники исследуемого сигнала при дискретизации реальными 
аналого-цифровыми преобразователями.
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Введение

Для идентификации инфранизкочастотных сигна-
лов в  акустике, гидроакустике, сейсмоакустике 
и  т. п. необходимым условием является умень-

шение времени обращения к анализируемым сигналам 
[1—6,9,10]. При этом время обращения к исследуемому 
сигналу, очевидно, должно быть меньше периода самого 
высокочастотного гармонического сигнала, входящего 
в состав спектра исследуемого сигнала, или менее пери-
ода одночастотного сигнала [1,2,5].

В  ряде работ рассмотрены цифровые алгорит-
мы определения параметров гармонических сигна-
лов за  время, меньшее их периода с  использованием 
«классических» методов равномерной дискретизации 
сигналов по  времени [1,2,5]. Однако, с  точки зрения 
помехоустойчивости каналов передачи информации, 
представляется интересным анализ цифровых алгорит-
мов определения параметров гармонических сигналов 

при их рассмотрении в  течение времени, значительно 
меньшего их периода, с  использованием стохастиче-
ской дискретизации этих сигналов по времени.

Постановка задачи и вывод основных соотношений

Представим алгоритм определения частоты гармо-
нических сигналов при времени обращения к анализи-
руемому сигналу менее их периода вероятностно-стати-
стическим методом с  использованием стохастической 
дискретизации.

Имеем входной гармонический сигнал:

  (1)

где α0 — начальный угол; ω — круговая частота сиг-
нала;

А — амплитуда сигнала.
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Суть рассматриваемой стохастической обработки 
сигнала выражения (1) для определения частоты заклю-
чается в том, что выборки мгновенных значений из сиг-
нала осуществляются по случайному закону.

Рассмотрим случай, когда время выборки из сигнала 
(1) распределено по равномерному закону.

Имеем плотность распределения интервалов време-
ни для дискретных отсчётов:

p Ti m(t ) /=1  при t1 ≤ ti ≤ tn

и  p i(t ) = 0  при других ti  (2)

где Tm= tn — t1 — время измерения (время обраще-
ния к сигналу).

Плотность распределения для x(ti) при ti, распреде-
ленном равномерно в интервале от t1 до tn, как функции 
от x [7,8] равна:

  (3)

Для определения частоты сигнала (1) по  алгоритму, 
предложенному в  работе [5] воспользуемся выражени-
ем для математического ожидания значений рассма-
триваемого сигнала со стохастической дискретизацией 
во времени как случайного процесса.

Используя выражения (1) и (3), имеем:

  

 (4)

где   (5)

  (6)

Так как из  выражения (4) найти частоту сигнала 
не удается [5], поэтому определим математическое ожи-
дание для второй выборки из сигнала (1) [7]:

                                             (7)

где   (8)

Математическое ожидание для третьей выборки 
из сигнала (1):

  (9)

где  (10)

Далее, используя соотношения (4), (7), (9) и  с  учетом 
работы [5], получим алгоритм для определения частоты ω, 
независимо от амплитуды сигнала A и начального угла α0:

  (11)

Оценим погрешности алгоритма (11) при обработке 
сигнала (1), в  котором содержатся гармоники кратных 
частот, то есть можно записать:

  (12)

Ограничим сигнал (12) первой и  второй гармони-
кой. Для остальных гармоник расчеты аналогичны. 
С учетом того, что они независимы, найдём плотность 
распределения мгновенных значений составляющих 
такого сигнала, аналогично первой гармоники при 
равномерном законе распределения времени дискре-
тизации ti.

Для второй гармоники:

  (13)

Имеем плотность распределения:

  (14)

С  учётом выражений (13), (14), получим выраже-
ние математического ожидания m1∑ первой, второй 
m2∑ и третьей m3∑ выборки из сигнала (12), состоящего 
из первых двух (и более) гармоник:
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          (15)

      (16)

     (17)

Используя полученные выражения (15,16,17) для ма-
тематических ожиданий трех выборок из  сигнала (12), 
получим алгоритм для определения круговой частоты 
ω с  погрешностью из-за наличия в  сигнале (12) помех 
в виде чётных и нечётных гармоник:

 (18)

Относительная погрешность определения частоты  
f ‘= ω’/(2π) при этом равна:

 (19)

Отметим, что выражения (15,16,17) можно использо-
вать и для анализа влияния помех и не кратных частоте 
ω, на  погрешность определения частоты ω. Для этого 
необходимо выбирать соответствующее k, ограничив, 
например, сигнал (12) суммой любого количества гармо-
нических некратных и кратных частот.

Численные результаты

Для вычислений используем гармонический сиг-
нал в  виде ифранизкочастотной синусоиды с  частотой 
f=0,00013 Гц и амплитудой А=10 В, который можно пред-
ставить функцией:

  (20)

где ti — интервалы времени дискретной выборки 
и  сигнала, распределённые по  равномерному закону; 
ω — круговая частота сигнала;

Общее количество дискретных выборок с равномер-
ных выборок примем равным 30000 и  за  период соот-
ветственно получается 7692 выборки. Количество  же 
трех дискретных выборок за время обращения к сигна-
лу менее периода выберем условно равным 1200. Тогда 
время обращения к периоду исследуемого сигнала око-
ло измерения будет в 6,41раза меньше периода первой 
гармоники.

Для численного моделирования применим про-
граммный пакет MathCAD. Используя встроенную стати-
стическую функцию rnd сгенерируем 30000 чисел с рав-
номерным законом распределения.

Далее, расположив полученные значения в виде ва-
риационного ряда по возрастанию, вычислим значения 
дискретных выборок из  синусоидального сигнала без 
гармоник и с пятью гармониками.

Результаты вычислений проиллюстрированы на  ри-
сунках 1 и 2.

На  рис.  1 представлен период полного восстанов-
ленного (оцифрованного) исследуемого сигнала в виде 
синусоиды с пятью гармониками со стохастической дис-
кретизацией во  времени с  равномерным законом рас-
пределения, распределёнными с равномерной амплиту-
дой 10% от амплитуды основной первой гармоники. Мы 
видим, что сигнал значительно искажён.

На рис. 2 представлены графики рассчитанной отно-
сительной погрешности определения частоты гармони-
ческого сигнала с пятью гармониками от 0,1% до 100% 
от  амплитуды основной первой гармоники. Погрешно-
сти рассчитаны по предложенному алгоритму за время 
обращения к периоду первой гармоники Т/6,41. Погреш-
ности рассчитаны для двух случаев, при выборке трех 
мгновенных отсчетов и трех отсчетов в виде математиче-
ского ожидания трех выборок по 400 отсчетов в каждой 
с дискретизацией во времени в виде отсчетов с равно-
мерным законом распределения.

Результаты погрешностей определения частоты ис-
следуемого сигнала с  гармониками за  время меньшее 
одного периода со  стохастической дискретизацией 
по времени, представлены в таблице 1.

Заключение

По  результатам вычислений была получена оценка 
погрешностей алгоритма определения частоты гармо-
нического сигнала с гармониками за время менее пери-
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ода с  использованием стохастической дискретизации 
и сделаны следующие выводы:

1. Погрешность определения частоты предложен-
ным алгоритмом составляет доли процента и мало зави-
сит от  вида дискретизации сигнала по  определённому 
вероятностному закону или по  мгновенным значениям 
при малом проценте <5% амплитуды гармоник в иссле-
дуемом сигнале.

2. Значительный выигрыш в погрешности (точности) 
определения частоты от  +5% до  +13% получается при 
применении для исследуемого алгоритма стохастиче-
ской дискретизации по  сравнению с  мгновенными от-

счетами выборок из сигнала за время значительно мень-
ше периода основной частоты первой гармоники. При 
этом и  сама погрешность определения частоты иссле-
дуемым алгоритмом со стохастической дискретизацией 
находится в приемлемом диапазоне <30% при амплиту-
де гармоник (до 5-й) до 20%.

Таким образом, анализ полученных данных по  по-
грешностям рассматриваемого алгоритма показывает, 
что настоящий алгоритм может найти применение при 
обработке радиосигналов с  целью определения часто-
ты основной гармоники с достаточной точностью <20% 
в  акустике, гидроакустике, сейсмоакустике, подводной 
и подземной связи.

Рис. 1. Восстановленный период 
исследуемого сигнала

Рис. 2. Погрешности определения частоты 
исследуемого сигнала с гармониками 

от 0,1% до 100% относительно амплитуды 
первой гармоники

Таблица 1
Процент гармоник  
(5 гармоник)%

Относительная погрешность 
определения частоты  
по мгновенным отсчетам,%

Относительная погрешность 
определения частоты  
со стохастической  
дискретизацией,%

Выигрыш в погрешности опре-
деления частоты  
за время менее периода,%

0,1 ≤5 ≤5 0
3 15 10 +5
10 30 20 +10
20 42 29 +13
30 48 36 +8
50 55 44 +11
100 63 53 +10
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