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Аннотация. В  данной работе в  специальном классе доказано существо-
вание и  единственность решения краевой задачи типа Трикоми для од-
ного уравнения смешанного типа в  неограниченной области. В  области 
эллиптичности уравнения методом функции Грина решена вспомогатель-
ная задача Хольмгрена, в области гиперболичности уравнения — задача 
типа Дарбу. Причём, для получения решения задачи типа Дарбу вначале 
в характеристическом треугольнике методом функции Римана — Адама-
ра, впервые предложенным профессором  С.П. Пулькиным, была решена 
задача Дарбу, а  потом в  построенном решении одна из  характеристик 
была устремлена в  бесконечность. Сшивая решения этих вспомогатель-
ных задач по функции и по нормальной производной на линии изменения 
типа уравнения, задача типа Трикоми сведена к  эквивалентному сингу-
лярному интегральному уравнению, которое методом Карлемана — Ве-
куа однозначно редуцировано к  интегральному уравнению Фредгольма 
второго рода, безусловная разрешимость которого следует из  соответ-
ствующей теоремы единственности решения. Единственность решения 
исследуемой задачи доказана с  помощью принципа локального экстре-
мума. Отметим, что постановка этой задачи исходит из известных работ  
М.С. Келдыша,  И.Л. Кароля.

Ключевые слова: задача типа Трикоми; неограниченная область; задача 
Хольмгрена; задача Дарбу; сингулярное интегральное уравнение; метод 
Карлемана-Векуа.

Цель

Работа преследовала цель перенести исследова-
ния автора в  решении краевых задач для одно-
го уравнения смешанного типа из  областей эл-

липтичности и гиперболичности на случай смешанной 
области.

Методы

Для построения решения краевой задачи типа Три-
коми в  области эллиптичности был применён метод 
построения функции Грина, а в области гиперболично-
сти — метод построения функции Римана — Адамара. 
Для решения сингулярного интегрального уравнения, 
полученного после «сшивания» по  функции и  по  нор-
мальной производной решений задачи из  областей 
эллиптичности и гиперболичности уравнения, был ис-
пользован метод регуляризации Карлемана — Векуа. 

Единственность решения задачи доказана с  помощью 
принципа локального экстремума.

Результаты

В  специальном классе в  неограниченной области 
построено решение краевой задачи типа Трикоми для 
одного эллиптико — гиперболического уравнения 
и доказана его единственность.

Выводы

Полученный результат вносит определенный 
вклад в  развитие теории краевых задач для уравне-
ний смешанного типа. Следует отметить, что задача 
решена в неограниченной области. Результат был бы, 
несомненно, ценнее, если бы решение краевой зада-
чи было построено вне специального класса функ-
ций.

TRICOMI-TYPE BOUNDARY VALUE 
PROBLEM IN AN UNBOUNDED DOMAIN

V. Vagapov 

Summary. The existence and uniqueness of a solution to a Tricomi-
type boundary value problem for a single mixed-type equation in 
an unbounded domain in a special class is proved. In the region of 
ellipticity of the equation, the auxiliary Holmgren problem is solved by 
the Green’s function method, and in the region of hyperbolicity of the 
equation, a problem of Darboux type. Moreover, to obtain a solution 
to the Darboux-type problem, first in the characteristic triangle by 
the method of the Riemann-Hadamard function, first proposed by 
Professor  S.P. Pulkin, the Darboux problem was solved, and then in 
the constructed solution one of the characteristics was directed to 
infinity. By sewing together the solutions of these auxiliary problems 
with respect to the function and the normal derivative on the line of 
change of the equation type, the Tricomi-type problem is reduced to 
an equivalent singular integral equation, which is uniquely reduced by 
the Carleman-Vekua method to a Fredholm integral equation of the 
second kind, the unconditional solvability of which follows from the 
corresponding uniqueness theorem for the solution. The uniqueness 
of the solution of the problem under study is proved using the local 
extremum principle. Note that the formulation of this problem is based 
on the well-known works of  M.S. Keldysh,  I.L. Karolya.

Keywords: tricomi-type problem; unlimited area; Holmgren’s problem; 
Darboux problem; singular integral equation; Carleman-Vekua method.
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Постановка задачи типа Трикоми. 
Теорема единственности

Рассмотрим уравнение

  (1)

в области .

Обозначим

, , 
, .

Постановка задачи типа Трикоми 
(задачи ТЕ)

Найти в области D функцию , удовлетворяю-
щую следующим условиям:

 и  в 
;   (2)

;  (3)

;  (4)

 ограничена в  ,  (5)

где  — заданная функция.

Отметим, что постановка этой задачи исходит из из-
вестных работ М. С. Келдыша [1], И. Л. Кароля [2].

Ранее в  работе [3] автором было показано, что 
если , ,  
где  и , где 

, то существует единственное реше-
ние задачи Хольмгрена (задачи ) в следующей поста-
новке:

;

;

;

;

.

Это решение определяется формулой

.  (6)

Здесь  — функция Грина задачи , име-
ющая вид

,

где , 

, 

,   (7)
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, 

,  — функция Мак-
дональда или модифицированная функция Бесселя 
третьего рода [4, с. 13].

В работе [5] автором в характеристическом треуголь-
нике Dl, ограниченном прямыми: , 

, 
, доказано существование и  единственность решения 
задачи Дарбу в следующей постановке:

;

;

;

;

где  и   — заданные функции и 
. Это решение имеет вид (7), где  — модифициро-
ванная функция Бесселя первого рода [4, с. 13].

Определение. Будем говорить, что реше-
ние  уравнения (1) принадлежит клас-
су , если 1) ; 2) 

 при .

Опираясь на решение (7) в области  решим следу-
ющую задачу типа Дарбу (задачу DE).

Задача DE. Найти функцию, удовлетворяющую усло-
виям:

 и  в ,

 ограничена в  ,

,

где  — заданная непрерывная функция в обла-
сти задания.

Для получения решения задачи DE перейдем в фор-
муле (7) к пределу при . Имеем

.  (8)

Определение. Будем говорить, 
что функция , если 

 и в области  
принадлежит классу .

Теорема 1. Если  
и при  имеет представление 

то существует един-
ственное решение задачи DE из класса .

Для доказательства единственности решения зада-
чи ТЕ предварительно докажем следующую лемму.

Лемма 1 (принцип локального экстремума). Пусть 
, . 

Если  достигает наибольшего положительно-
го (наименьшего отрицательного) значения в точ-
ке , то .

Доказательство. Учитывая из  условия теоремы 
представление функции , из формулы (8) находим:

.

Учитывая, что , для  получим следую-
щее выражение

,

где

.

Из  последней формулы видим, что для доказа-
тельства леммы достаточно показать, что .  
С этой целью в интеграле  следует выполнить за-
мену , использовать представление

 

(см. формулу (42) из [4, с. 18]) и применить формулу 
6.576(5) из [6].

Теперь можно перейти к доказательству единствен-
ности решения задачи ТЕ. Пусть  — решение за-
дачи (2) — (5) класса  с нулевым краевым услови-
ем. Предположим, что  не  равна тождественно 
нулю в  . В силу определения класса  функцию 

 можно представить в следующем виде

,

где  при ,  при  
и в области  удовлетворяет уравнению

ИНФОРМАТИКА ,  ВыЧИСЛИТЕЛьНАЯ  ТЕХНИКА  И  УПРАВЛЕНИЕ

82 Серия: Естественные и технические науки №11 ноябрь 2022 г.



.

Для этого уравнения имеет место внутренний прин-
цип экстремума Хопфа [7, с.  25]. Тогда в  силу приве-
денных выше условий  тождественно 
достигает своего положительного максимума в  обла-
сти  лишь в  точке . В  этой точке 
в силу принципа Заремба — Жиро [8, с. 31] имеем, что 

. Следовательно, и

.

Последнее, в силу доказанной выше леммы, проти-
воречит условию сопряжения . Следова-
тельно,  тождественно в   и,  стало быть, 
в D.

Доказательство существования решения задачи ТЕ.

Полагая в формуле решения задачи Хольмгрена (6) 
, находим

,  (9)

где

,  (10)

.

Из формулы решения задачи DE (8) находим

  (11)

Исключая из уравнений (9) и (11) функцию , по-
лучим уравнение относительно функции :

,  (12)

где

,  (13)

,

,

,

,

,

.

Исследуем функцию  при . Не-
трудно видеть, что функция  при  
имеет особенность логарифмического порядка, т. к. 
функция Макдональда  при  имеет особен-
ность логарифмического порядка.

Далее, в интеграле в ядре

выполним замену переменных . Получим

.

Отсюда следует, что функция  непрерывна 
при . Итак, из вышеприведённых рассуж-
дений и формулы (13) следует справедливость следую-
щего утверждения.

Лемма 2. Для функции  при  
справедлива оценка .

Теперь рассмотрим функцию  на  промежутке 
.

Лемма 3. Если , то 
 и справедлива оцен-

ка .

Доказательство. Оценивая функцию (10) при 
, имеем

.

Вычислив последний интеграл по формуле Сонина –
Гегенбауэра 6.596(3) [6, с. 719], получим нужную оценку 
для . Тот факт, что , очевидным 
образом следует из явного вида функции .

Лемма 4. Если  удовлетворяет условиям 
леммы 3 и , , , 
то при 

при : .

Доказательство. Вначале вычислим производную
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.  (14)

Оценим функцию  при :

.

Вычисляя последние интегралы вновь по  формуле 
Сонина –Гегенбауэра 6.596(3) [2, с. 719], получаем отсю-
да при : .

Теперь исследуем поведение функции  при 
. По условию леммы функцию  можно пред-

ставить в виде . Прини-
мая во внимание это представление, разобьём каждый 
из  интегралов, входящих в  правую часть (14), на  два: 
при  и  при . Нетрудно видеть, 
что при фиксированном  интегралы по промежутку [

сходятся при любом . Далее, учиты-
вая, что при : , оценим  при 

:

.

После замены переменных  получим требуе-
мые оценки. Лемма доказана.

Рассмотрим функцию

.

Отсюда, учитывая оценку  из  лем-
мы 3, получим

.  (15)

Лемма 5. Если функция  удовлетворяет ус-
ловиям леммы 4, то  
и при :

при : .

Доказательство леммы 5 непосредственно следует 
из лемм 3, 4 и полученной выше оценки (15).

Итак, на основании выше доказанных лемм 2–5 мож-
но приступить к  решению интегрального уравнения 
(12). Но прежде уравнение (12) заменой

,

,

сводим к сингулярному интегральному уравнению

,  (16)

,

,

.

Таким образом, задача ТЕ приведена к  эквивалент-
ному сингулярному интегральном уравнению, решение 
которого будем искать в классе функций, удовлетворя-
ющих условию Гёльдера внутри интервала , огра-
ниченных в точке 0 и неограниченных на другом конце 
этого интервала.

Для этого известным методом Карлемана — Векуа 
[9, с.  203] произведём регуляризацию уравнения (16) 
в  вышеуказанном классе функций. В  результате этого 
придём к уравнению

,  (17)

,  (18)

.  (19)

Если  (см. лемму 4), 

то в силу лемм 2, 5 и [9] следует, что уравнение (17) 
есть уравнение Фредгольма второго рода, безуслов-
ная разрешимость которого следует из доказательства 
единственности решения задачи ТЕ, и  его решение 
представимо в виде

,  (20)

где . Дифференцируемость функ-
ции  при  проверяется интегрирова-
нием по  частям в  формулах (18) и  (19). Учитывая, что 

, из (20) находим

, .

После нахождения функции  нетрудно найти 
функцию , и она определяется формулой (9).
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Таким образом, нами доказано следующее утверж-
дение.

Теорема 2. Если  и функция ,  
, где , удовлет-

воряет условиям леммы 4 

и , 

то существует единственное решение задачи 
(2) — (5) в классе , и оно определяется в об-
ластях  и  соответственно формулами (6)  
и (8).
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