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Аннотация. Представлены результаты моделирования формы экспериментальной линии магнитооптического 
эксперимента в ультраквантовом пределе магнитного поля. Учет в математической модели зависимости энергии уровней 
Ландау с малыми значениями квантовых чисел от магнитного поля и волнового вектора позволило классифицировать 
наблюдаемые магнитооптические особенности, определить вклад каждого электронного перехода, появление седловой 
точки в энергетическом спектре сплавов висмут-сурьма и обосновать наличие  наряду с разрешёнными значительного вклада 
запрещённых переходов в ультраквантовом пределе магнитного поля.
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Abstract. Results of modeling of the form of an experimental line of magneto optical experiment in extreme quantum limit of 
a magnetic field are presented. The account in mathematical model of dependence of energy of levels of Landau with small values of 
quantum numbers from a magnetic field and a wave vector has allowed to classify observable magneto optical features, to define the 
contribution of each electronic transition, occurrence saddle points in a power spectrum of alloys bismuth-antimony and to prove pres-
ence along with resolved the considerable contribution of the forbidden transitions to extreme quantum limit of a magnetic field.
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О
собенностью данной работы является ма-
тематическое моделирование эксперимен-
тальных данных, которые имеют менее вы-

раженную резонансную структуру (рис. 2), по срав-
нению с предыдущими исследованиями [1-2]. Это 
приводит к большему произволу в интерпретации 
экспериментальных данных и тем самым снижает 
ценность этих экспериментальных исследований и 
достоверность сделанных выводов.

Моделирование формы зависимости интен-
сивности полезного сигнала от величины магнитно 
поля представляет собой сочетание аналитического 
и численного методов решения поставленной задачи. 
Аналитическое решение, там, где возможно, позволя-
ет определить функциональные зависимости и струк-
туру решений, а численный расчёт найти параметры 
модели, соответствующие результатам эксперимента. 

Физическое содержание рассматриваемого эффекта 
требует проводить математическое моделирование с 
применением математического аппарата, как класси-
ческой, так и квантовой физики. Электромагнитный 
процесс в волноводе, возможно, рассматривать в рам-
ках системы уравнений Максвелла, то есть системы 
дифференциальных уравнений в частных производ-
ных. Взаимодействие же электромагнитного излуче-
ния с веществом требует включения математических 
методов квантовой теории возмущений. Следующим 
весьма интересным моментом в исследовании пред-
ставляемой модели является учёт анизотропии мате-
риала стенок волновода введением тензорных пара-
метров модели. Это приводит к резкому усложнению 
решаемой аналитической и численной математичес-
кой задачи как в части реализуемой средствами диф-
ференциальных уравнений в частных производных, 
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так и в части описываемой кантовомеханической 
теорией возмущений. С другой стороны, такой под-
ход позволяет реализовать общий метод решения, 
пригодный для любого анизотропного материала. 
Всё это определяет актуальность математического 
моделирования магнитооптического эффекта в пла-
нарном волноводе из анизотропного монокристалла 
висмута и кристаллов висмут-сурьма, помещённых в 
квантующее магнитное поле. 

Целью настоящего исследования являлось со-
здание математической модели магнитооптического 
эксперимента в ультраквантовом пределе магнитно-
го поля, пригодной для анализа данных, полученных 
при исследовании кристаллов висмут-сурьма в ши-
роком диапазоне концентраций сурьмы. Проведение 
численного эксперимента по моделированию магни-
тооптических спектров для проверки эффективности, 
изучения свойств и особенностей модифицирован-
ной модели Бараффа и получения научно значимых 
достоверных выводов о применимости этой модели 
для сплавов висмут-сурьма.

Рассматриваемая задача представляет собой ре-
шение уравнений Максвелла для особого вида волн 
– поверхностных волн. Наличие анизотропии резко 
увеличивает громоздкость вычислений. Таким об-

разом, взаимодействие электромагнитной волны со 
стенками волновода учитывается средствами мак-
роскопической электродинамики, т.е. классически. 
Решение задачи описания свойств среды требует 
существенно квантового рассмотрения. Поэтому 
в целом моделирование состоит из классической 
и квантовой части, и, в целом, модель можно рас-
сматривать либо как полуклассическую, либо как 
полуквантовую.

Так как экспериментально измеряется энергия 
излучения, прошедшего планарный волновод (рис. 1), 
то необходимо тем или иным образом рассчитать 
интенсивность электромагнитной волны на выходе 
этого волновода. Общий случай требует рассмотре-
ния вещества с тензором диэлектрической проницае-

мости , все девять компонент, которого отличны от 
нуля. Таким образом, на вид тензора диэлектричес-
кой проницаемости не накладываются дополнитель-
ные ограничения. 

Рассчитывая энергию волны, прошедшую через 

планарный волновод, как среднее значение y – ком-
поненты вектора Умова – Пойтинга (рис. 1) проин-
тегрированное по поперечному сечению волновода 
и определяя коэффициент пропускания планарного 

Рис. 1. Взаимное расположение вектора индукции магнитного поля, волнового вектора 
электромагнитного излучения и исследуемого монокристалла 

относительно выбранной системы координат.
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волновода как отношение энергии , перено-
симой волной при некотором значении магнитного 

поля , и энергии , переносимой волной при 

, получаем выражение для :

    (1)

где qy – y компонента волнового вектора.
Моделирование диэлектрической проницаемос-

ти использует методы квантовой механики. Свойства 
среды учитывались компонентами тензора диэлект-
рической проницаемости :

,                         (2)

где  – циклическая частота, падающего элек-

тромагнитного излучения,  – диэлектрическая 

проницаемость, обусловленная всеми процессами, 
за исключением межзонных и внутризонных перехо-
дов на уровнях Ландау в точке L зоны Бриллюэна,  
– электрическая постоянная,  – комплексная удель-
ная электропроводность.

Экспериментальные результаты демонстриру-
ют такое разнообразие структур в ультраквантовом 
пределе магнитного поля, что для объяснения этого 
приходится рассматривать модель взаимодействую-
щих между собой уровней Ландау валентной зоны и 
зоны проводимости с квантовыми числами j=0. Это 
даёт возможность ввести дополнительные степени 
свободы для осуществления возможности подгонки 
модельных спектров к экспериментальным. В нашем 
рассмотрении мы ограничились рассмотрением вто-
рого порядка теории возмущений. В результате ве-
личины матричных элементов оператора скорости 
имеют сложную и ярко выраженную зависимость от 
магнитного поля. Учет в математической   модели   

Рис. 2. Зависимость интенсивности прошедшего через полосковую линию излучения от величины 
магнитного поля, когда . Сплошная линия — эксперимент, пунктирная линия — расчёт.
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1.

2.

смешанного   характера волновых функций при ма-
лых значениях квантовых чисел позволяет в деталях 
описать форму зависимости интенсивности излуче-
ния прошедшего через планарный волновод от вели-
чины магнитного поля для полуметалла висмута и 
сплавов висмут-сурьма.

Численный расчёт зависимости коэффициента 
пропускания планарного волновода от величины маг-
нитного поля в ультраквантовом пределе магнитного 
поля для трёх взаимно перпендикулярных ориента-
ций магнитного поля относительно кристаллической 
решётки висмута установил адекватность матема-
тической модели при сравнении с ранее полученны-
ми результатами для параметров энергетического 
спектра носителей заряда. Зависимость матричных 
элементов оператора скорости от магнитного поля 
аналитически объясняется зависимостью энергети-
ческого положения уровней Ландау от магнитного 
поля. Учет в математической модели зависимости 
энергии уровней Ландау с малыми значениями кван-

товых чисел от магнитного поля и волнового вектора 
позволило классифицировать наблюдаемые магнито-
оптические особенности, определить вклад каждого 
электронного перехода и появление седловой точки в 
энергетическом спектре сплавов висмут-сурьма.

Оказалось, что учет в математической модели 
правил отбора для переходов с участием уровней 
Ландау с j=0 при смешанном характере волновых 
функций позволил определить вклад каждого элек-
тронного перехода в структуру магнитооптических 
спектров висмута и сплавов висмут-сурьма  и обос-
новать наличие  наряду с разрешёнными значитель-
ного вклада запрещённых переходов в ультракванто-
вом пределе магнитного поля.

Наконец, в результате математического модели-
рования магнитооптического эффекта получены но-
вые физические результаты об электронном спектре, 
тензоре эффективных масс и закономерностях про-
цессов релаксации носителей заряда в кристаллах 
висмута и сплавах висмут-сурьма.
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