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Аннотация: Статья вводит в педагогическую науку понятие «методическое 
преобразование содержания обучения». Это означает преобразование со-
держания обучения, имеющее методические цели. Общая цель при этом –  
повышение качества обучения. В частности, имеются в виду цели повыше-
ния степени дружественности содержания обучения по отношению к обуча-
емому, облегчение понимания и усвоения обучаемым учебного материала. 
Предлагаются к обсуждению общие педагогические принципы применения 
методических преобразований содержания обучения именно в вузах. Статья 
представляет в качестве примеров систему методических преобразований 
содержания обучения темам «Системы координат» и «Комплексные числа» 
в условиях обучения математике в высшей школе. В вузах обычно эти темы 
традиционно изучаются в рамках математических курсов «Высшая матема-
тика» и «Аналитическая геометрия и линейная алгебра», однако следует за-
метить, что тема «Комплексные числа» скорее относится к дисциплине «Об-
щая алгебра». Также обсуждается изучение этих двух тем в курсе математики 
средней школы.
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Введение в проблематику исследования

Актуальность данной статьи следует из того, что, 
во-первых, если речь идет о такой сложной для 
обучаемых области знаний, как математика, то 

целесообразно непосредственное научное содержание 
математики преобразовать в содержание обучения ма-
тематике и далее его совершенствовать на основании 
педагогического опыта, и, во-вторых, по мнению автора, 
существуют методические преобразования содержания 
обучения (МПСО) системам координат (СК) и комплекс-
ным числам (КЧ) в математике высшей школы, которые 
могут поднять качество обучения математике.

Цели исследования:
1. Обосновать необходимость применения понятия 

МПСО в педагогике. 

2. Обсудить некоторые МПСО, касающиеся СК и КЧ.

Эти цели достигаются решением следующих задач:
1. Обосновать применение понятия МПСО в педаго-

гике.
2. Предложить некоторые МПСО по тематике СК.
3. Предложить некоторые МПСО по тематике КЧ.

1. О применении понятия МПСО в педагогике

Бытует мнение [1], что, в младшей и средней школах 
изучается адаптированная наука, а в высшей школе – на-
ука непосредственно. Между тем, популярные в течение 
десятилетий учебные пособия для вузов [2, 3] кладут в 
основу математической теории пределов понятия посто-
янных и переменных величин (следовательно, есть вре-
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мя, и понятия эти не математические, а физические), про 
строго математическое понятие отображения (из которо-
го теория пределов и проистекает) при этом нет ни слова. 

«Определение 2.2. Упорядоченную тройку некомпла-
нарных векторов a, b, c называют правой, если направ-
ление вектора a совмещается с направлением вектора 
b при помощи кратчайшего поворота вектора a в пло-
скости этих векторов, который со стороны вектора c со-
вершается против хода часовой стрелки» [4, C. 56] – это 
снова не математические, а физические рассуждения, 
они допустимы как наглядные комментарии, но не как 
строгое математическое определение.

                                   

(1)

Автор при проведении соответствующих лекций 
определял ориентацию тройки некомпланарных векто-
ров так: 

1. начальный ортонормированный базис i, j, k – 
правый; 

2. если определитель (1) больше 0, то тройка a, b, c – 
правая, если определитель (1) меньше 0, то трой-
ка a, b, c – левая. 

Замечание: если определитель (1) равен 0, то вектора 
a, b, c – компланарны.

Согласно результатам многократного психологическо-
го тестирования, автор является почти полностью левопо-
лушарным. На непрерывной шкале [-1; +1] (где -1 означает 
полностью левополушарный, а +1 - полностью правопо-
лушарный) его показатель около -0.95. Он помнит, как 
будучи студентом, испытывал муки недопонимания по-
добных нематематических рассуждений на лекциях по 
математике. Небезосновательно можно предположить, 
что подобные муки характерны именно для левополу-
шарных студентов. Психолого-педагогические иссле-
дования [5, 6] показывают, что в настоящее время даже 
среди студентов физико-математических, естественно-
научных, технических направлений доля правополушар-
ных более 2/3, а в 1960 годы эта доля была менее 1/3. Упо-
минавшийся выше показатель асимметрии мозга автора 
равен -0.95 – это нормированная разность «мощностей» 
левого и правого полушарий (автор - левополушарный). 
Если бы он был +0.95, то автор был бы правополушар-
ным. Если бы он по абсолютной величине был менее 
0.1, то – гармоничным. Автору не попадались в научной 
литературе измерения ненормированных «мощностей» 
левого и правого полушарий. Каждую из этих «мощно-
стей» можно было бы оценивать как высокую, среднюю, 
низкую, а испытуемые могли бы подразделяться тем 
самым на 9 типов. Такая психолого-математическая мо-

дель была бы сложнее, но интереснее. 

Описанные выше нематематические фрагменты 
очень редки в вузовских учебниках математики, написан-
ных десятки лет назад, но они свидетельствуют о созна-
тельных МПСО вузовской математике. МПСО математике 
в младшей и средней школах бесспорно необходимо и 
всегда реально производилось авторами учебников и 
педагогами при обучении математике. Следовательно, 
понятие МПСО реально работало, несмотря на его фор-
мальное отсутствие, что и является обоснованием его 
формального введения в педагогическую науку для про-
ведения дальнейших исследований в этом направлении. 

О принципах реализации МПСО. Если содержание 
обучения для правополушарных (которых более 2/3) и 
левополушарных было бы различным, то это способство-
вало бы улучшению понимания математики. В принципе 
можно было бы формировать правополушарные и лево-
полушарные учебные группы. Формировать группы по 9 
типам было бы невозможным, но можно бы обеспечить 
электронное обучение по 9 типам. А что делать, если в 
учебной группе традиционного обучения есть студенты 
различных типов? Профессор, д-р физ.-мат. наук Пичу-
гин Ю.А., на основе многолетнего опыта преподавания 
математики студентам гуманитарных направлений [7] 
заметил, что для них характерны высокие результаты и 
сильная мотивация к реальному изучению оснований ма-
тематики. Вероятно, из-за преобладания при этом фило-
софской и исторической направленности учебного курса. 
Так же точно могут быть представлены теория пределов, 
системы координат, комплексные числа и многое другое. 

Такая направленность не вызовет проблем и для 
левополушарных студентов, если выходы изложения 
учебного материала за рамки парадигмы математики бу-
дут объявляться комментариями и не будут называться 
определениями, теоремами... Реализация такого подхо-
да для реального педагога очень сложна. Педагог дол-
жен быть нетривиально мыслящей личностью, способ-
ной параллельно моделировать процессы понимания и 
для право, и для левополушарного студента. Преподава-
тель математики почтенного возраста – это в прошлом 
левополушарный студент чаще всего, причем он обычно 
совсем не знает психологии. Его главный метод мотива-
ции студента – постановка низких оценок, что обычно не 
дает положительных результатов. 

Такая параллельная работа в двух плоскостях (для 
право и левополушарных студентов, а для 9 типов такое 
реально не возможно) для достижения успешности не-
избежно потребует сокращения темпа обучения. Дума-
ется, это сыграет положительную роль в понимании ма-
тематики студентами. Сейчас она почти нулевая. Автор 
многократно задавал весной студентам 2 курса (закан-
чивающим обучение математике в вузе) вопрос: «Урав-
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нение x2 – 2x – 1 = 0 является дифференциальным?» Об-
щее мнение учебной группы было: «Да, является!» Почти 
все студенты умеют вычислять пределы, но не знают, что 
такое предел, умеют совершать действия над комплекс-
ными числами, но не знают, что такое комплексное чис-
ло... Имеются навыки работы с математическими мето-
дами на уровне условных рефлексов, но понимания их 
сущности нет почти ни у кого.

Когда автор учился в 7–8 классах средней школы Ле-
нинграда в 1969–1971, высшая математика там не препо-
давалась. Однако содержание обучения было столь слож-
ным (не только по математике), что адекватно понимали 
учебный материал единицы из более, чем сотни учеников. 
Возможно, советская школа была первой в мире по коли-
честву учебного материала, но, чтобы по его пониманию 
обучаемыми – сомнительно. «Хорошисты» и «отличники» 
обычно имели навыки на уровне условных рефлексов. 

К сожалению, в последние 2–3 десятка лет наблю-
дается тенденция перенесения содержания вузовского 
математического обучения без адекватного преобразо-
вания в среднюю школу (и даже в младшую). Количество 
математического учебного материала и темп его подачи 
преподавателем возрос. А уровень понимания обучае-
мыми стал «бесконечно малой 2 порядка». У большин-
ства современных школьников и студентов за 10–13 лет 
обучения воспитан стойкий «комплекс неполноценно-
сти» к пониманию математики.

2. О некоторых МПСО по тематике СК

Рис. 1. Декартова СК и полярная СК 
Источник: Составлено автором на основании [8]

Декартову СК (рис. 1) с ортогональными осями x, y ав-
тор изучал, начиная с 6 класса средней школы. На уроках 
алгебры для построения графиков линейной функции  
y = kx +b, параболы y = ax2 + bx + c, гиперболы y = a/(x-b) + 
c, где a≠0. На уроках физики для изучения зависимостей 
между физическими величинами. На уроках геометрии 
СК не было, а преподавался классический аксиоматиче-
ский метод Эвклида, где доказательство теорем учит ло-
гически рассуждать. Кто геометрию Эвклида (ГЭ) в школе 

освоил, тому в вузе очевидно, что аналитическая гео-
метрия (АГ, которую придумал [9] Декарт) – это совсем 
другая теория. Между ними можно и нужно проводить 
ассоциативно-наглядные параллели, но выдавать их за 
математические доказательства некорректно. Именно 
думающий студент таких «доказательств» не поймет из-
за нормально работающего мозга.

АГ обычно изучается на 1 курсе вуза, она начинается 
с изучения различных СК. Если не требовать (как для Де-
картовой СК) попарной ортогональности осей коорди-
нат (х, у - для 2-мерной плоскости, х, у, z – для 3-мерного 
пространства), то получается афинная СК. Любая точка М 
тогда задается ее координатами как кортеж чисел – соот-
ветственно, как их упорядоченная пара (x, y) или как их 
упорядоченная тройка (x, y, z). 

На плоскости также изучается (рис. 1) полярная СК, 
где O – ее начальная точка, Ox – ее полярный луч. В ней 
(R, Ф) – координаты точки M, где R – полярный радиус, Ф –  
полярный угол. На рис. 1 Декартова СК и полярная СК 
согласованы. Это означает, что совпадают их начальные 
точки, совпадают направления оси x и полярного луча, 
угол Ф отсчитывается от оси x к оси y.

Очевидно, Ф + 2pk – тоже полярный угол точки M при 
любом целом k, а если у точки M координата R=0, то Ф 
может быть любым числом. Следует обратить внимание 
студентов, что из-за такой своей неоднозначности по-
лярная СК хуже Декартовой СК. Назовем главным значе-
нием полярного угла то, что принадлежит [0; 2p) далее 
под Ф будем подразумевать именно его. Теперь поляр-
ная СК стала почти однозначной (для точек M≠0).

x=R cos Ф; y=R sin Ф (2)

(3)

Y= arccos(x/R) (4)

(5)

Группа формул (2) приводится во многих учебных по-
собиях, с ее помощью координаты (R, Ф) пересчитывают-
ся в (x, y). Автор не видел учебных пособий, где бы при-
водился явный алгоритм обратного пересчета. Вот он: 
По формуле (3) вычисляется R. Если R=0, то годится лю-
бое Ф  [0; 2p) Если R≠0, то по формуле (4) вычисляется 
промежуточная величина Y, очевидно, что Y  [0; p]  
Затем по группе формул (5) вычисляется Ф.

{(x, y) | y=2x+3 & x  [0; 1]} (6)

{(x, y) | y=x2} (7)

АГ рассматривает геометрическую фигуру как неко-
торое множество точек. Под точкой подразумевается 
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кортеж чисел, например, (x, y). Пусть для простоты име-
ется в виду АГ на плоскости. Множество (6) – это отрезок 
прямой, а множество (7) – парабола. Студенты должны 
понимать, что АГ рассматривает только кортежи чисел и 
алгебраические соотношения. Рисунки в АГ несут лишь 
ассоциативно-наглядную функцию. АГ не рассматривает 
рис. 1 как определение полярной СК, ее определением 
являются методы преобразования (x, y) в (R, Ф).

Внутри ГЭ [10, 11] теорема доказывается путем логи-
ческих выводов из аксиом и ранее доказанных теорем. 
Попутно вводятся определения новых понятий, кото-
рые теоретически можно считать новыми аксиомами. 
Здесь геометрические фигуры – это некоторые из этих 
понятий, а вовсе не множества точек. Понятия «точка», 
«прямая», «квадрат» – это фигуры, а понятие «параллель-
ность» – это не фугура. В ГЭ не может быть понятий «па-
рабола», «гипербола» ... Их нет в составе ни аксиом, ни 
определений. Рисунки в ГЭ также несут лишь ассоциа-
тивно-наглядную функцию.

A B = {(a, b) | a  A & b  B}         (8)

Автор на первой лекции по СК вводит скобки { } и ( ) 
как средства для описания, соответственно, множеств и 
кортежей, а затем – Декартово произведение множеств 
на примере: {Иван, Петр}  {Елена, Марина} = {(Иван, 
Елена), (Петр, Марина), (Иван, Марина), (Петр, Елена)}, 
строгое определение дает формула (8). Далее: пусть R – 
множество действительных чисел.Пусть R2 = R  R. Пусть 
R3 = R2   R. Пусть Rn+1 = Rn   R. Классическая АГ имеет 
дело только с R2 и R3.

Вероятно, предложенное выше изложение учебного 
материала, по сути, и обеспечивает философскую на-
правленность учебного курса. Исторически математика 
возникла как философия некоторого направления. По-
тому она и применима почти ко всему. Для обеспечения 
философско-исторического направления при обучении 
АГ также следует рассказать и о Ренэ Декарте как об 
исторической личности. Потомственный французский 
дворянин. Храбрый офицер, принимавший участие во 
многих сражениях. Знаменитый философ-дуалист, раци-
оналист, именно математика была ядром его философ-
ской концепции. Физик, инженер, а также и биолог.

3. О некоторых МПСО по тематике КЧ

Автор в средней школе КЧ не изучал, хотя в 9–10 
классах обучался в Ленинградской физико-математиче-
ской школе № 30. Где используются КЧ? Главным обра-
зом при расчетах электрических схем переменного тока. 
В программе школьной физики таких расчетов тогда не 
было. Были лишь расчеты схем постоянного тока. Без из-
учения декартовой СК на уроках алгебры на уроках фи-
зики в средней школе изучать было бы почти нечего. А 

КЧ в программе средней школы зачем нужны? Не понят-
но. Как и пределы, производные, Римановы интегралы, 
обыкновенные дифференциальные уравнения... В вузах 
затем это все изучается повторно. 

Определяя КЧ, чаще всего говорят: «i – это такое чис-
ло, что i2=-1 и (-i)2=-1 тоже.» А до этого обучаемым годами 
повторяли: «Квадрат любого числа не может быть отри-
цательным!» Реже i вводят так: «Рассмотрим уравнение 
z2+1=0, оно имеет 2 корня: i и –i.» А как отличить «близне-
цов»? Нет ответа! Заметим, что D=-1. «Если дискриминант 
отрицательный, то корней нет!» – тоже годами повторя-
ли. Объяснение: «Это все было про действительные чис-
ла, а КЧ – это другие числа!» А потом выясняется: «Всякое 
действительное число является также и комплексным.» 
Трудно понять математику!

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d); (a, b).(c, d) = (ac-bd, ad + bc)     (9)

Автор вводит КЧ так: КЧ – это кортеж из двух дей-
ствительных чисел. Такова сущность КЧ. Смотрим рис. 1:  
M= (x, y), M – это КЧ. Группа формул (9) определяет для КЧ 
операции сложения (+) и умножения ( . или пустое место) 
соответственно. Обочначим кортеж (0, 1) буквой i. Примем 
соглашение: В контексте рассуждений о КЧ кортеж вида (a, 
0) будем записывать как a. C – это множество КЧ. «Чем C от-
личается от R2?» – может спросить студент. Определения (9) 
сложения и умножения над КЧ делают R2 особой математи-
ческой структурой. R2 – это заготовка, полуфабрикат для C.

M= (x, y) = (x, 0) + (0, y) = x+ (y, 0) (0, 1) = x+ yi          (10)

M= (R cos Ф) + (R sin Ф) i= R (cos Ф+ i sin Ф)                (11) 

Преобразования (10) дают алгебраическую форму за-
писи КЧ, (10) и (2) дают (11) с тригонометрической фор-
мой записи КЧ. В контексте КЧ (на комплексной плоско-
сти, рис. 1) полярный радиус R называется модулем M 
или |M|, а полярный угол Ф – аргументом M или arg M. 
Ранее было известно, например, что |-5|= 5, а (3) дает |(-5, 
0)|= 5. Старое и новое понятия модуля числа согласуются.

eiw = cos w + i sin w  (для любого) w R                    (12)

Необходимость МПСО, связанного с формулой Эйле-
ра (12) обосновывается в статье [12]. Там же представле-
но конкретное такое преобразование.

an xn + an-1 x
n-1 + ... + a1 x + a0 = 0, где х, an, ..., a0  C, an≠0, n  1  (13)

Уравнение (13) относительно x называют алгебраиче-
ским уравнением степени n в КЧ. Из основной теоремы 
алгебры (принадлежит К. Ф. Гауссу) следует, что алгебра-
ическое уравнение степени n в КЧ имеет ровно n корней 
с учетом их кратности. Например, уравнение x2- 2x+ 1= 
(x-1)2= 0 имеет корень x=1 кратности 2.

x1 = f(n)
1 (an, ..., a0)                     (14)

xn = f(n)
n (an, ..., a0)
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Очевидно существование функций f(n)1, ..., f(n)n из 
(14), которые эти корни представляют для алгебраиче-
ского уравнения степени n. Известны общие формулы 
вычисления всех корней: при n=1 (решение линейного 
уравнения), при n=2 (решение квадратного уравнения), 
при n=3 (метод Д. Кардано, авторы - Сципион дель Ферро 
и Н. Тарталья), при n=4 (метод Л. Феррари, он же автор). 
По теореме Руффини-Абеля при n  5 функции f(n)

1, ..., f(n)
n  

могут быть непредставимыми в радикалах (корнях раз-
личных степеней). Следовательно, общие формулы в ра-
дикалах для корней алгебраических уравнений степени 
n  5 не будут открыты никем и никогда. Такие методы и 
теоремы из-за их сложности не могут быть представлены с 
полными доказательствами в стандартных математических 
курсах вузов. Но рассказывать студентам о них следует для 
повышения их уровня математической культуры, а также 
для формирования у них нетривиального мышления, по-
вышения их уровня мотивации к изучению математики.

Подобная же информация заключается в том, что КЧ –  
это самые совершенные из чисел, более совершенных 
чисел не будет открыто никогда. Это математически до-
казал У.Р. Гамильтон. Он изучал [13, 14] тринионы (3-со-
ставные «числа» a+ bi+ cj) и особенно - кватернионы 
(4-составные «числа» a+ bi+ cj+ dk), где a, b, c, d   

R, i, 
j, k – особые «числа». Для тринионов и кватернионов не 
существует коммутативной операции умножения, а со 
сложением – все нормально. Если x, y – тринионы или 
кватернионы, то не всегда xy= yx. Тринионы и кватернио-
ны мы не имеем права считать числами, для них нет «хо-
рошего» умножения. Числа – это такие сущности, кото-

рые можно «хорошо» складывать и «хорошо» умножать. 

Книга [15] содержит 4 группы аксиом вещественных 
(действительных) чисел: 1) сложения, 2) умножения,  
3) порядка, 4) аксиома о точной верхней грани. Для КЧ 
выполняются только:

1) аксиомы сложения:
 (для любых) a, b a+b= b+a - коммутативность;
a, b, c (a+b) +c= a+(b+c) - ассоциативность;

$0: a (существует 0, такой что для любого a) a+0= a –  
существование 0;

a . $(-a): (для любого a существует (-a), такое что)  
a+(-a) = 0 – существование противоположного числа;

2) аксиомы умножения:
a, b ab= ba - коммутативность;
a, b, c (ab)c= a(bc) - ассоциативность;

$1≠0: a a.1= a – существование 1;
a≠0$(1/a): a(1/a) = 1 – существование обратного чис-

ла;
a , b, c a(b+c) = ab+ac – дистрибутивность.

Эти аксиомы сложения и умножения дают минималь-
ные требования того, чтобы некоторые сущности имели 
право считаться числами.

Заключение

Разделы 1–3 статьи решают соответственно постав-
ленные задачи 1–3, следовательно, цели 1 и 2 исследо-
вания достигнуты.
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